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等 周 困 是 


内 赛 简 全 


等 向 问题 的 典型 例 下 之 一 是 “ 问 长 划 等 的 所 有 和 革 且 
平 而 则 线 中, 芒 么 样 的 曲 弘 所 国 上 臣 的 面相 最 大 ?3 
上 主要 此 介绍 它 的 初等 解法 居 - 一 系 别 和 下 的 灰 用 请 过 
下 几何 访 注 们 的 到 者 定 全 能 看 懂 化 '. 
水 册 下 其 简单 了 的 三 前 形 谈 起 , 护 和 此 论 过 :四 过 丰硕 给 

于 的 -后 四 迪 形 中 ,内 接 于 加 的 阿 和 这 形 居 有 最 天 的 面相 
右 罕 长 束 缚 定 的 刀 有 如 这 上 珍 中 .I 下 nn 这 形 统 有 有 有司 太 的 重 | 
丙 ， 进而 般 让 了 车 述 等 疝 回 题解 答 的 网 个 证 明和 和 将 伦 公 
红 的 摸 上 . 盘 所 证 明了 : 雪 体 积 咎 同 的 立体 中 ,球体 兵 有 
袜 小 的 志 而 积 
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出 版 说 有 明 


1956 年 ,次 了 问 青 少年 传播 数学 知识 , 科 
天 出 和 月 社 配 合 我 国 首 次 举办 的 高 中 数学 竞赛 ， 
山 版 了 万 一 全 数学 家 华罗庚 教授 的 从 杨辉 三 
角 淡 起 少 和 段 学 复 教 授 的 &《 对 称 》. 在 20 世纪 60 
年 代 初 ,这 两 木 书 连同 其 他 一 些 著名 数学 家 所 
写 的 科普 著作 ,被 北京 市 数学 会 编 成 小 丛书, 相 
继 由 不 同 的 出 版 社 出 版 ,并 多 次 重印 . 
由 数学 大 师 和 著名 数学 家 亲自 执笔 扎 写 的 
这 套数 学 小 从 书 是 我 国 数学 普及 读物 中 的 精 
证 ;名 激 发 一 代 青 少年 学 习 数 学 的 兴趣 . 书 中 并 
渭 的 深 旗 而 晤 有 启发 性 的 思 柱 ,促进 了 无 数 中 
学 生 在 求学 的 道路 上 健康 成 长 . 当年 这 套 小 从 
书 的 计 少 读者 ,现在 已 经 成 为 学 有 所 成 的 科学 
技术 工作 者 ,国家 建设 的 栋梁 之 才 . 当年 由 老 一 
蕴 娄 学 家 所 倡导 的 我 国 的 数学 竞赛 活动 ,现在 
已 经 得 到 攻 寺 的 发 展 .我 国 自 1986 年 正式 参加 
国际 数学 奥林匹克 竞赛 以 来 , 历 古 都 取得 总 分 
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第 一 或 第 二 的 好 上 成绩. 近年 米 , 我 国 的 数 尝 此 太 
放 物 无 论 是 品 神 还 是 数量 都 在 增加 ,但 是 这 和 权 
数学 小 拔节 仍然 无 愧 是 共 中 别 具 特 色 的 更 宝 ， 
理应 成 为 传 址 之 作 . 西 此 ,我 社 取得 作者 或 其 继 
请 大 的 同意 ,并 侍 可 能 的 条 件 下 , 户 作 者 本 人 或 
相识 学 省 对 重新 编 秀 的 书稿 进行 了 审 订 ,重新 
八 行 这 套数 学 小 全书 , 议 委 ) 大 青少年 读者 . 

数学 是 儿 于 年 人 类 智 酉 的 结 筷 ,是 一 门 占 
老 作 又 芝 新 的 科学 . 借 此 丛书 再 版 之 机 ,我 们 特 
别 增 加 两 本 新 [ 书 : 虎 言 林 教授 等 的 4 祖冲之 算 天 
之 谜 少 和 加 殉 勤 教授 的 《4 费 马 狂想》 前 者 介绍 中 
国 古 代数 学 的 一 项 重大 成 就 ,后 者 阐述 数学 史 
上 的 一 个 着 名 猜想 费 马 定理 历经 300 多 年 
终于 在 20 世纪 末 被 证 明 的 故事 ,我 们 相信 该 者 
从 中 将 会 受到 启迪 ， 

丰登 从 书 以 新 貌 重 新 出 版 ,得 到 了 国家 和 
然 科 学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 的 资助 ,说 表 
不 衷心 感谢 
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等 周 问 题 , 就 是 要 在 周 长 条 件 等 同 的 所 有 
区 域 中 , 找 出 而 积 最 大 的 区 域 . 所 以 等 周 问 题 
属 十 极 值 问题 范畴 . | 

等 周 问 题 是 一 个 吉 老 的 问题 ,同时 又 是 一 
修 有 者 三 记 应 用 的 ,并 在 不 断 发 展 的 问题 ， 

学 习 方 法 是 区 种 和 多样 的 ,可 以 先 看 本 书后 
记 , 在 了 解 了 本 书 的 主要 精神 之 后 ,再 从 头 来 认 
真 阅读 正文 ,领会 “对称 性 ”和 "反射 法 ” 


1 自然 现象 之 恋 


你 小 时 候 吹 过 肥皂 泡 吗 ? 肥皂 泡 像 无 数 五 
色 统 纷 的 小 球 在 空中 飞舞 着 ,多 有 趣 ! 可 你 是 
否 想 过 ;为 什么 吹出 来 和 的 肥 宦 泡 总 是 一 个 个 的 
圆 球 ?” 你 从 玉 没有 见 到 吹出 偿 蓄意、 辣椒 那样 
形状 的 肥 虑 泡 吧 1 

也 许 你 还 遇见 过 下 列 这 些 现 象 : 

假如 你 一 不 小 心 ,打破 了 一 支 水 银 温 度 计 ， 
水 银 落 到 挫 面 上 ,你 将 看 见 许 密 银色 的 珍珠 在 
果 面 上 深 动 着 ， 

如 果 你 参观 过 机 械 工 厂 的 翻 砂 车 间 , 翻 丰 
时 湾 出 来 的 铁水 凝 成 主客 球形 的 弹子 . 

要 是 你 生长 在 农村 , 当 你 大 清早 绕 过 荷塘 
时 ,你 会 看 到 在 茶叶 的 中 心 露 水 聚 成 -- 个 “水 银 

对 于 了 这些 自然 现象 ,你 也 许 会 立即 用 物理 
可 识 吉 忆 解 释 , 因为 中 学 物理 书 里 告诉 我 们 : 


-+ 


共有 最 大 的 面积 .这 -类 型 的 数学 同 题 统称 为 
等 周 问题 . 前面 提 出 的 就 是 等 周 问 题 的 儿 个 特 
例 , 它 们 的 正确 性 当然 有 待 于 用 严格 的 数学 方 
法 来 加 以 证 明 . 除 上 面 提 出 的 几 个 特殊 的 等 周 
问题 外 ,还 有 不 少 著名 的 等 周 问题 .高 等 数学 里 
美 本 这 类 问题 已 经 有 了 非常 丰 高 的 理论 . 这 本 
小 册 扩 的 主要 件 务 是 用 中 学 平面 几何 和 平面 一 
和 角 的 方法 来 讨论 某 些 简单 的 等 周 问 题 . 


共有 最 大 的 面积 .这 -类 型 的 数学 同 题 统称 为 
等 周 问题 . 前面 提 出 的 就 是 等 周 问 题 的 儿 个 特 
例 , 它 们 的 正确 性 当然 有 待 于 用 严格 的 数学 方 
法 来 加 以 证 明 . 除 上 面 提 出 的 几 个 特殊 的 等 周 
问题 外 ,还 有 不 少 著名 的 等 周 问题 .高 等 数学 里 
美 本 这 类 问题 已 经 有 了 非常 丰 高 的 理论 . 这 本 
小 册 扩 的 主要 件 务 是 用 中 学 平面 几何 和 平面 一 
和 角 的 方法 来 讨论 某 些 简单 的 等 周 问 题 . 


共有 最 大 的 面积 .这 -类 型 的 数学 同 题 统称 为 
等 周 问题 . 前面 提 出 的 就 是 等 周 问 题 的 儿 个 特 
例 , 它 们 的 正确 性 当然 有 待 于 用 严格 的 数学 方 
法 来 加 以 证 明 . 除 上 面 提 出 的 几 个 特殊 的 等 周 
问题 外 ,还 有 不 少 著名 的 等 周 问题 .高 等 数学 里 
美 本 这 类 问题 已 经 有 了 非常 丰 高 的 理论 . 这 本 
小 册 扩 的 主要 件 务 是 用 中 学 平面 几何 和 平面 一 
和 角 的 方法 来 讨论 某 些 简单 的 等 周 问 题 . 


缉 几 个 简单 的 引 理 


我 们 从 最 简单 的 关于 三 角形 的 几 个 等 周 问 
先 考 记 这 样 一 个 间 题 :在 两 边 长 度 给 定 的 
所 有 三 角形 中 ,怎样 的 三 角形 面积 最 太 ? 任 取 
长 虚 给 定 的 一 边 CA 为 底 , 其 对 应 的 高 将 随 着 
两 给 定 边 CA 、CB 的 夹攻 而 改变 (图 3). 从 图 


上 可 以 看 出 ,开始 时 面积 随 着 9(0 所 9 专 亏 ) 的 
增 大 而 增 大 ;但 当 89 增 大 到 了 3 以 后 ,面积 却 随 


着 0{ 持 0S 的 增 大 反而 三 小 . 从 这 个 变化 


六 种 可 以 导 遍 : 

- 引 理 1 了 两边 长 度 给 定 的 所 石 王者 形 旧 !， 
以 给 定 的 师 边 相互 苇 直 时 的 二 前 形 的 钠 和 最 
大 

证 明 ” 议 两 给 定 册 的 长 贰 为 a .类 组 为 
日 [ 悦 3). 于 ,和 衣 开本 和 朴 SS 的 表达 式 足 


加 | . 
SS 一 本 GDSinm 要: 


7 4g= 地 时 ,正弦 通 数 具 有 最 大 值 . 因 此 ,二 角 
形 向 积 也 镶 且 有 最 太 值 . 

直面 我 们 再 考虑 :在 底 边 及 项 角 给 定 的 所 
石 二 攻 形 中 ,怎样 的 三 角形 面积 最 大 ?在 左边 
点 另外 两 侧 边 之 和 给 定 的 所 有 三 角形 中 ,怎样 
的 王 第 形 面 积 最 大 ”这 些 简 单 的 千 周 问题 在 往 
司 的 讨论 中 起 着 重要 的 作 有 所 . 

引 理 2 在 底 边 及 项 钊 给 定 的 所 有 二 角形 
中 ,以 等 大 二 角形 的 面积 最 大 . 
”证明 以 芭 定 的 底 边 AB 为 弱 , 司 图 弧 
BA 使 共 所 张 的 国 周 角 等 于 给 定 的 项 名 
一 BA 图 4). 由 顶点 袜 到 底 迪 4AB 引 慌 线 


CD ,三 角形 的 面积 等 于 AB: CD 由 于 AB 是 
给 定 的 , 玫 洁 CD 最 最 太 值 时 ,三 衣 形 的 面积 兴 ; 
取 辟 大 位 . 易 知 ,当局 点 位 于 癌 弧 BOA 的 中 点 


”五 


时 ,高 CD 县 有 最 人 但 , 因 稿 
闪失 BC 的 面 积 亦 最 人 .向 此 
时 , 哗然 有 BR = 二 AC， 册 
全 ABC 尼 等 觅 二 角形 . 

为 了 使 用 方便 起 抑 , 我 
人 把 引 理 并 表 成 男 一 -人 种 形 
式 . 图 4 


引 理 2” 以 加 吓 AB 的 驴 AB 为 压 ; 有 顺 点 
(在 加 泊 AB 上 的 所 有 三 骨 形 中 , 当 顶 成 忆 位 
于 加 邮 AB 的 中 点 时 ,三 角形 的 面积 最 大 . 

引 理 3 Sh 
给 定 的 所 有 三 角形 中 ,以 等 腰 三 角形 的 面积 最 


证 了 明 ” 作 等 三 三 角形 ABC 和 不 等 腰 三 角 
有 形 ABC ,其 公共 底 边 4 万 等 于 定 长 ,局 与 局 ' 在 
AB 的 同 侧 , 自 AC+ BC = ACEBC 亦 为 定 长 
(图 5) .容易 看 出 全 ABC 的 顶点 人 不 可 能 落 在 
PCA 或 其 压顶 基 内 ,否则 特有 
交合 二 
或 
AC -+ BO > AC + BOC, 
这 是 不 人 允许 的 . 因此 ,CC 只 能 落 在 间作 BOA 相 
邻 的 全 ABC 的 -个 外 和 内 .由 于 之 AI 是 等 


和 


豚 一 和 角 形 , 不 妨 设 己 洲 在 
BC 过 的 外 例 , .AC 与 BC 相 
普 . 设 AC 和 BC 相交 于 
AT ,交点 M 将 AC 和 BC 各 
作为 两 段 AMNT MO 及 BM 、 
MC. 由 于 


MAB< /CAB, 
I 


CAB = /CBA = MDA, 
所 以 
MAB < MBA. 


因此 ,在 全 和 MAB 中 ,AM > BMT. 

这 样 ,我 们 就 可 以 在 强 段 AM 上 取 一 点 
N, 使 MN = MB ; 圭 在 直线 MIC 上 上 赵 一 - 片 卫 ,使 
MP== MC 如果 已 点 落 在 线段 MO 上 ,那么 在 
全 NPM 和 和 全 BCM 中 ,由 于 AN = MB,.,MP= 
MC HANMP = /ABMC', 所 以 和 ANPM 安 
人 BE. 因 旺 ,入 WPM 的 面积 Swpw 也 就 等 
于 全 BC M 的 面积 Sr 于 是 


Saar = SagM 上 wpP 十 多 .avpr 


= SAaABM tT DABgCM + IO ANPr: 


> i Da Ar = Aa. 


这 就 是 我 们 坚 证 的 结果 .出 此 ,问题 全 部 归结 为 
让 时 点 落下 线段 M7? 上 . 如果 不是 这 样 , 设 
P 点 洲 在 MC 的 延长 线 上 (所 为 P ), 屠 么 由 于 


AC+ BC = AC + BOC’, 
而 


3 
|| 


BM + MC= BM+ AP — CP,, 
AC = AM+ MC = AN+ NM+ MMC, 


AC + BM + AfP — CP 
= AN T+ NM + MO + BC . 
由 于 
MP = MC, MN = MB, 
ANPMN AARBOM,NP = BC 
所 以 上 趟 可 简化 为 
AC- CP = ANT+ BC = AN + WP ， 
有 
AC = AN+ NP + PO. 
这 遇 然 是 不 可 能 的 ,因为 两 点 何 直 线 最 短 . 苍 知 


= 局 。 


六 点 必 洲 在 线段 wwC 

人 

引 理 3” 讽 症 一 和 有 虐 的 底 边 长 度 及 了 辐 删 
边 长 度 之 和 外 别 相等 ,那么 两 例 边 之 差 较 小 的 
二 第 形 皮 三 较 太 的 大 机 

附注 引 理 3 有 -简单 的 正明 : 

b 没入 ABC 为 等 腰 二 用 

形 , 人 ABC 沾 等 腰 , 其 公共 
左边 AB 等 十 定 长 , 且 AC 
t+ BC = AC ”+ BO ( 几 
5 1). 仇 证 : 


DA ABC > a AB . 

不 妨 设 CC 在 AB 的 
同 铅 ,过 C 引 下 线 了 平行 APB, 现 只 需 证 和 C 落 在 
1 与 4 之 间 . 厅 然 , 若 4AC 与 7 相交 于 AM 可 能 
MM 科 忆 重合 ,但 MM 和 人 0 必 不 重合 ). 作 BB 甘于 
[的 对 称 点 B , 即 焉 长 AC 至 B' ,使 AC = CB 
连 BM .BM , 则 有 


A + BO 2 AM + BM = AM + MB 
> AC- CB = AC+ Bd. 


这 是 不 可 能 的 . 
这 证 明 方 法 嚼 吾 阐 单 ,但 它 不 能 用 来 证 明 
9| 理 3” 
;i 


了 题 


1. 斌 这 :中 f 角 线 轴 给 定 值 22 .26 和 榴 平 行 四 过 拱 
中 区 形 网 面积 最 去 

2. 试 证 :边区 缩 定 的 半 行 四 过 形 世 第 上 形 的 面积 六 
入 从. 

3. 划 所 -要 渭 柱 形 的 木料 锯 成 
氟 站 是 拓 虎 的 村 玫 (区 6 ,怎样 锯 能 
十 瞩 料 灰 少 ? 

4. 由 控 寺 给 是 乎 和 癌 同和 的 所 有 站 
形 中 ,怎样 的 征 形 的 面 租 最 太 ? 

5. 邮品 上 上 结 定 -点 及 ,二 引 眩 图 避 
BC 平行 了 各 网 切线 而 恒 三 著 才 
4PB0 的 面 和 为 最 大 ， 

0. 斌 证: [ 底 ,下 底 及 周 长 给 定 的 所 有 梯形 中 ,以 
和 土 膛 梯形 的 面积 最 大 . 

7. 运 让 :三 所 及 面积 给 定 的 所 有 二 各 形 中 ,以 等 
是 二 对 有 形 的 局 界 最 年. 

8”, 设 现 二 角形 的 底 边 长 度 太 盯 侧 边 长 度 之 和 和 部 
相等 , 试 证 伍 边 之 差 较 小 的 三 角 撒 具有 较 太 的 面积 ， 
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宁 一 些 简 单 的 等 周 问题 


这 “* 节 里 ,我 们 要 用 下 节 3 个 引 理 作 状 工 
其 推出 一 些 有 趣 的 结果 . 


过 问题 1 在 周 长 一 年 的 
一 切 三 角形 中 , 直 样 的 三 角 
形 面 积 最 太 ? 


设 和 从 ABC 就 是 那个 面 

4 5 和 祝 最 天 的 三 角形 (图 7) .可 以 
证 明 它 一 定 是 正三 角形 .车 

不 然 ,不 妨 设 AC 尖 BC ,那么 

将 AB 看 作 固 定 的 万 边 ,改变 顶点 的 位 置 到 
男 - :点 ,使 得 4AC = CB,AC + BC =AC+ 
BOC. 此 时 和 全 ABC 和 局 ABC 具有 相同 的 底 边 
AB ,有 目 两 侧 边 之 和 辣 相 等 . 因此 根据 引 理 3, 等 
腰 入 ABC 的 面积 比 全 ABC 的 而 积 太 . 另 一 方 
面 这 其 三 角形 又 其 有 相同 的 周 长 ( 因 为 它们 有 
公共 的 床 边 , 且 两 侧 边 之 和 相等 ), 这 就 与 
“入 ABC 是 所 有 则 长 相等 的 二 角形 中 具有 最 大 


a 12 m 


图 了 


面积 "的 假设 相 和 站 .这 个 入 盾 表明 周 长 :- 定 面 
内 量 大 的 三 角形 不 可 能 有 不 等 长 的 边 ,所 以 是 
一 个 正三 戎 形 . 于 是 我 们 证 明了 这 样 的 结论 :; 
“ 古 周 长 : 定 的 一 切 三 角形 中 ,以 正二 和 阴 形 的 面 
可 为 慑 太 ,，" 

这 个 绪论 除了 本 身 的 兴趣 外 ,利用 它 还 可 
推出 邑 - -有 趣 的 结果 ， 

在 《4 平均》 一 书 中 ,证 明了 一 个 重要 的 不 
等 式 :“ 个 正 数 的 几何 半 均 本 超过 它们 的 息 术 
平均 .这个 不 等 式 对 n=2,4,8,16,…,2”,.…. 
形状 的 数 很 容易 证 明 ,但 对 nn 关 2” 形 状 的 数 证 
起 来 颇 为 不 易 ,就 是 对 ”一 3 四 不 容易 证 明 . 现 
在 我 们 就 想 利 用 上 面 的 几何 事实 给 出 n=3 时 
鸣 证 明 , 即 要 证 


ya 及 去 和 5, 其 中 wp8,y 都 是 正 数 


全 a= 8+y,6=yY+o,ec n 

二 +B 以 a.pc 为 边 作 - 

全 ABC(E 图 8). 由 于 4.b.c 

三 正 数 中 , 任 两 数 之 和 都 大 ” 


于 第 三 个 数 , 因 此 可 以 做 成 钳 8 
一 个 三 角形 是 无 疑 的 ， 


CT % 半 均 半 史 济 十 著 ) 为 本 全 ¢ 数 学 小 全书 之 5. 一 一 编辑 
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恨 揭 沽 伦 公 式 , 这 个 工 角 形 的 面积 为 
es wplp 二 cf 二 tp 一 工 


这 上 册 
万 -- 3(a + p+e)=e+B+y. 
六 以 
ge lot ye (RE 
[eet 
于 是 他 ABC 的 面 和 和 了 可 以 写 为 
S=v pfaBy)， 

由 于 这 个 二 角 拭 的 周 长 
等 于 g++c 一 2p, 由 刚才 证 
” 明 的 命题 知道 ,以 2p 为 疝 长 

图 9 的 正二 舶 形 A BC 的 面积 与 " 
{图 9) 一 定 比 S 太 .全 


有 1 v3 2p . V 3 2 
| -op 
于 是 得 
V pafiy < 
腑 边 平方 ,得 
-3,4_ 1 ， 
| 


人 ， 
A 


在 不 等 式 嘎 端 开 立方 , 行 


I : 
= 53a t+ 7 )” 


Vapy Ee 

问题 2 于 长 一 定 的 一 切 四 按 形 中 ,怎样 
的 四 边 形 押 各 最大? 

设 四 边 形 ABCD 就 是 那 a 
个 具有 最 太 面 积 的 四 边 形 (图 
10). 连 对 前 线 AC, 易 和 若 当 底 : 
过 AC 及 帅 和 侧 边 AB、BC 之 种 
一 定 的 条 件 下 ,全 ABC 的 面积 Re- 
亦 为 最 大 .否则 ,将 个 ABC 时 
FF 来 柳 上 男 一 个 以 AC 为 底 ， 
附和 侧 边 之 和 等 于 AB + BC 市 面积 光大 的 
信 AB "人 CC. 此 时 四 过 形 AB* CD 的 周 长 和 AB- 
CD 的 周 长 相 等 ,但 却 具 有 更 大 的 面积 ,这 和 要 
证 四 过 形 ABCD 的 面积 最 大 相 秆 盾 . 于 是 , 根 
据 引 理 3 全 ABC 是 一 个 等 采 三 角形 即 AB = 
BC., 同 理 可 知 BC = CD., (0D = DA, 因 此， 


ABCD 是 一 个 鞭 形 (图 11). 
只 设 该 菱形 的 边 长 为 a, 锐角 
l 为 8. 邯 形 面积 等 十 底 乘 高 ， 
- Ep 
加 141 


mm 


网 10 
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Sr = a sin #, 
但 了 站 这 个 蓉 形 是 所 有 地 长 一 定 旦 众 形 中 只有 最 
太古 积 者 , 战 必须 0 = ;也 就 是 说 四边 形 AB- 
CD 是 止 方形 . 周 长 一 定 的 正 上 方形 是 惟一 的 ,于 
是 我 们 得 到 了 了 类似 于 问题 | 的 结 采 : 

定理 周 反 一 定 的 -一 切 四 边 形 中 ,以 正方 
形 的 面 租 最 大 . 

由 于 矩形 是 一 种 特殊 的 四 和 按 形 ;正方 形 又 
是 -种 特殊 的 算 形 ,因此 杠 据 刚才 的 定理 我 们 
可 推出 众所周知 的 结果 : 

问 长 一 定 的 一切 算 形 中 ,正方 形 的 面积 最 
大 , 即 师 正 数 a ay 的 几何 平均 Yala 不 超过 
它 的 算术 平均 人 5 2 
我 们 还 可 用 它 来 解答 下 面 的 一 道 题 : 

2 如 图 12, ABOD 和 ABOCD' 
都 是 正方 形 , 出 A,B ,COC ,DD 
js 卉 深 分 AB ,BC,CD, 了 DA 成 
:7 ,并 设 A4B=T. 试 证 正方 形 


晤 
4 人 (CD' 的 面积 不 小 于 方 ， 
我 们 只 要 证 明 在 所 有 可 能 
的 正方 形 和 BC 中 面积 最 小 的 等 于 却 就 行 


图 1!2 


-36 - 


了 

要 使 正方 咸 ABTD 的 面积 最 小 ,由 要 边 
上 上 四 个 直 基 一 角形 的 面积 最 大 .由 于 这 四 个 直 
人 角 三 们 形 是 全 等 的 ,内 此 只 要 使 其 中 一 个 有 最 
人 面积 部 可 以 了 .地 在 考虑 和 4 BB ,由 十 
Sam = 含 S snmr ,因此 只 要 看 在 什么 情况 下 
宅 形 A'BBB 有 最 大 面积 .因为 这 种 托 形 的 周 
氏 等 十 2AB 一 2, 是 个 常数 ,于 是 根据 刚才 还 
明 过 的 定理 类 道 , 当 这 和 定形 是 下方 形 时 面积 最 
大 .此 时 AB= BB , 仁 因 A‘B+BB’ = AB=1, 
所 以 


| 

2 ， 

即 4 .五 -分别 是 4B BC 的 中 点 .也 就 是 说 , 当 
A .BC .DD 分 别 为 AB、BC .CD.DA 的 中 点 
上 时 ,正方形 AB'CD 共有 最 小 的 面积 ,此 时 

1 

2 


AB= BB = 


AB" WE er 十 BB”? cS 
所 以 
i ] 
Sr WH De 


问题 3 内 接 问 - :图 的 所 有 nn 边 形 中 , 怎 
样 的 nn 边 形 面 积 最 友 ? 
解 设 ) 按 形 上 IAA 就 是 那个 面积 
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最 友 的 ?这 上 形 (天 13 连结 
A ;网上 所 有 位 AAA 为 
底 ,而 项 点 在 给 定 圆 弧 
AAA 上 的 一 切 工 划 形 中 
以 公有 AAA 的 面积 为 最 
图 13 大 不然 的 放 ， 炉 人 能 在 

有 A AA 上 找到 另 一 点 A2 ， 

使 Sa a a 这 Sa 44， 守 是 nn 边 形 AlAS?… 
2 的 而 积 束 太 十 nn 过 形 AyA… A 的 廿 积 ， 
邮 Sy aa > Sa .aa.4 :这 与 假设 并 盾 . 国 
此 ,会 AA 六; 的 面相 为 最 大, 根据 3 引 理 2 得 灿 
Ai ,= AAA 问 理 可 知 AAA = AAA 
A A,. i 上册, , 故 关 nr 边 撒 A 4 是 


等 边 的 . nn 订 形 既 等 这 旦 又 由 接 二 贺 ,一 
算是 正 浪 形 。 由 下 ,我 们 得 到 了 下 而 的 定理 : 
定 青 进 形 叶 , 


F 这 形 史 面积 最 大 . 

当 吕 一 3 时 ,这 个 定理 告诉 我 们 :内 接 同 一 
圆 的 所 存 一 和 葡 形 中 ,以 正三 和 阳 形 的 面积 最 大 .这 
个 站 论 虽 和 问题 1 的 绪论: - 臻 ,但 并 不 是 - : 回 
事 . 何 题 1 所 竹 碟 的 是 一切 网 长 相等 的 三 角形， 
蕊 不 能 内 接 于 同 -- 贺 ;而 内 接 于 同一 圆 的 三 角 
形 , 共 周 长 不 由 能 全 部 相等 .因此 ,这 两 个 结论 
的 瘟 尽 是 不 一 样 的 . 


= 了 和 


使 用 完全 机 辐 的 方法 ,可 以 得 和 色 下 面 类 似 
的 定理 . 

定理 ”以 扇形 两 半径 
为 邻 边 ,内 接 同 一 扇形 的 yy 
所 及 +2 边 形 中 , 当 内 站 
接 于 同 弧 的 n 条 边 ( 弦 ) 
相等 时 ,n+2 边 形 的 面积 i 
最 大 ! 公 14) . 

这 个 定理 全 我 们 能 推出 一 个 重要 的 正弦 疯 
数 的 不 等 式 . 

将 半 征 为 民 的 怖 形 O 〇 A,A,…A,” 任意 
分 为 2 个 小 启 形 OAAI、 OAIA-，… 


EE 


ODO-A,，1A, (图 14) ,它们 的 项 角 分 别 是 a ,a 、 
"a,. 连 小 尉 此 弧 的 两 端 ,得 ww 个 二 们 形 
OA OA AAA ;世人 和 们 的 面积 之 和 


征 


1 


4 = - 
5 RK (sina + sinaa 十 … 十 Sinaw，)， 


定 埋 告 诉 我 们 : 六 扇形 DA,A 被 六 等 分 时 ,机 
应 所 得 一 佣 形 的 面 和 和 之 和 为 最 大 .此 时 ,三 萌 丧 


人 中 学 计 本 上 证 次 :出 形 04) 及 ,. 


4 目 
中 得 
1 尺 : 这 十 ai 二 ) 
万 ( SIN A) SINe 3 Sl , 
t RR: 。 位 | 四 位 2 人 由 
~ lL 一 
a 并 
到 | 


Sine 十 Sines tt "°° + sine 
条 
人 ee 
ssn 一 号 过 
在 关于 三 角形 的 等 周 问题 里 ,讨论 了 两 边 
长 度 给 证 的 三 角形 人 人 么 时 候 面积 最 大 . 引 理 
告诉 我 们 :给 十 的 两 边 相 互 乓 下 时 共有 最 大 
的 面积 .由 此 ,我 们 自然 地 会 想到 这 样 的 问题 : 
i 是 4 在 三 边 长 度 一 定 的 - 切 四 边 形 
中 , 扫 样 的 中 边 形 面积 最 大 (图 15)? 


皮 


"PI 


事实 二, 我 们 有 更 - 般 的 结 ; 

定理 设 廊 边 形 的 有 边 之 中 愉 有 一 - 边 的 
长 度 可 以 任意 选取 ,其余 -1 迈 的 长 度 - : 定 . 
一 切 这 样 的 ” 边 形 中 ,只 丰 最 大 面积 的 ， 按 形 
一 定 内 接 于 以 长 度 可 以 任意 选取 的 那 条 边 为 下 
行 约 半 国 周 . 

证 明 ”这 具 有 最 太 册 1 
要 的 过 形 为 AlAs… 
二 ,长度 可 作 夺 选 最 的 一 
访 为 44 (图 16). 连 六 
不 图 16 
是 吉 衣 的 放 ( 即 A1A; 和 A,A, 不 互相 于 直 )， 
那么 保皇 三 角形 AAA 上 7 一 2 边 形 
534 的 形状 而 将 二 4 AAA 改变 成 为 直 
其 .因为 4 4, 的 长 度 可 以 任意 选取 .此 时 , 根 
据 引 理 1 人 AAA 的 而 积 增 大 了 ,因而 4 边 
撒 4A) 4 的 面 和 也 首 大 了 .这 和 假设 矛 
古 , 因 此 一 AAA 六 直 人 骨 . 连 A AA,、 
4 同 理 可 证 
a. Es ,a sa 
直角 .于 是 ,A,、A,、…A,_1 痢 洲 在 以 A1A, 为 
直径 的 半 辣 同上 . 


+ 
1 


1. 已 知 开 他 二 者 肛 的 ”直角 边 与 冬 迪 的 长 虎 之 
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和 为 定 值 . 试 求 具 有 最 大 而 各 的 让 负 二 闻 形 . 

2. 试 玫 丰 简 单 的 办 法 还 接 和 证明: 疝 拓 -证 的 一 了 
算 形 中 ,下 并 拱 而 息 为 股 太 . 

3. 试 iE: 周 长 及 计 角 给 定 的 平行 四 边 撒 中 ,以 八 
形 的 面积 慑 大. 

4. 斌 让 : 周 长 及 席 衣 给 定 的 平行 四 这 形 中 ,以 竟 
站 雪 平 行 四 边 形 的 面积 次 最 大. 

5. 记 证 :项 草莽 网 删 过 之 和 为 - 定 的 三 了 用 形 中 ， 
以 等 用 一 角形 的 面积 最 大. 

6”, 当 图 边 形 的 三 边 长 为 纷 证 傅 a .5 、c, 肯 一 边 
的 过 度 工 可 任意 选取 . 斌 证 当面 积 具 有 最 太 值 时 ,> 
必 满 中 :rm (ea 的 Text 一 2opc 一 六 .并且 进 -此 
让 时 长 度 工 野 惟 一 确定 的 ， 
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人 关于 四 按 形 的 一 个 
定 理 


我 们 知道 ,一 个 三 角形 在 三 边 长 度 给 定 的 
条 件 下 ,这 个 三 角形 的 形状 及 它 的 面积 就 被 惧 
一 地 确定 下 来 .但 对 四 边 形 
来 讲 , 情 况 就 大 不 相同 了 jy 
当 四 边 长 度 给 定时 ,可 以 做 < 
出 各 种 各 样 形状 的 四 边 形 . 
璧 如 , 我们 取 长 度 分 别 为 
a.b、c.d 的 四 根 小 木 条 ， 
并 用 贸 链 联 成 一 个 活动 的 
四 边 形 (图 17). 活动 这 个 四 边 形 的 项 角 , 便 可 
得 到 各 种 形状 的 四 边 形 , 这 些 四 边 形 具 有 不 同 
的 面积 .我 们 间 : 在 这 些 四 边 形 中 ,怎么 样 的 四 
边 形 具有 最 大 的 面积 ? 

下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 1 在 四 边 长 度 给 定 的 一 切 四 边 形 


"D3" 


中 ,内 接 于 加 的 四边形 有 具有 最 大 的 面积 . 

证 朋 ” 设 四 边 形 ABCD 太 AjJBiCID| 具 
有 给 定 边 长 日 对 应 边 相 等 (图 18), 四 边 撒 AB- 
CD 内 接 十 圆 而 A,BC,D, 不 内 接 于 同 . 作 通 


了 


过 扎 所 的 直径 CR, 连 忆 FEA 组 成 人 PFA 加 
多 18, 在 DD A 的 外 制作 人 万 五 4 使 它 全 等 
全 DEACDA = DA). 连 BC, 根据 引 理 1 
得 知 

Sac pe < Sac (因为 CD | DE), 


人身 CD 不 焉 直 DE, 否则 CDA 一 
CDAL,AC= AIC, ,将 导致 两 天边 形 AB- 
CDE ,A,BICIDIE, 全 等 ,这 是 不 可 能 的 .在 四 
过 形 所 ALBjCO 和 EABC 中 ,由 于 三 边 长 相等 
(FA= EA,.A.B,= AB.、BC= BC), 但 四 
壕 形 EABGC 内 接 于 以 (CE 为 直径 的 半圆 ,而 
天 ABC 不 内 接 于 半圆 ,因此 根据 上 节 最 后 
了 


的 定理 .四边形 下 AIC 的 而 积 Sr pe 小 
上 天 ABC 的 加权 SS, yw ,上 ll 


ep < Ora 。 


从 而 右 
sd = En 十 Da,E, 
< Fapr | SAE = Seagen. 
由 于 
DAD EA, 一 由 和 DA ， 
人 得 沽 得 


DA Bc Dp, < -ATCT : 


这 个 证 明 是 不 够 严密 的 .细心 的 读者 叮 能 
会 所 出 这 样 的 问题 :难道 在 边 长 给 定 的 条 件 下 ， 
适当 调整 夹 基 一 定 能 使 四 边 形 内 接 于 圆 喇 ? 

引 理 ”在 保持 四 边 形 种 边 长 度 的 条 件 下 ， 
适当 湖 整 它 的 顶 骨 ,一 定 能 够 使 它 内 接 于 圆 . 

证 明 设 四 边 形 ABCD 的 形状 是 任意 的 ， 
不 一 让 内 艇 于 图 ,但 过 长 是 给 定 的 和: AB 一 4a、 
BC=5CD=rc.DA 和 A 图 197. 对 四 正 数 a、 


和; 当然 假 虽 这 四 繁 色 段 能 作成 四 边 形 , 邮 储 下 边 长 讶 之 和 
天 于 第 门 边 . 


"5 


上 sd 来 说 ,关系 洲 
a +h ed ; 
> ” 至 少 有 一 个 成 并 ,不妨 设 
多 19 c++ad a + hb’, 


还 对 和 骨 线 AC, 在 个 ABC 中 有 不 等 式 |5 一 a 过 
CC: 在 入 ACT 中 有 不 等 式 AC 之 -二 .联合 起 
米 得 到 


0 
或 
于 eez ， 
a +b (e+ dad) < 2ab+2cd. 
由 于 c+ 和 a 十 BY, 易 知 有 关系 式 


7 


0 


"I 
因此 可 令 


sl i 一 fc 十 c ) 
DecpTedy 


(Ceos 日 起 昌 ,8 为 锐角 ) 


cos 上 一 


a 1 pb- — Le 十 dad) py 
下 一 arc eos 一 i < 7 


我 们 还 明 , 如 果 让 
AB.BC 两 边 的 炎 角 等 


二 站 CD DA 肉 边 的 玉 | 
和 佣 竺 于 xz 一 上 8, 腥 芭 AB、 

BC 《CD DA 四 条 过 局 ce” 七 P 
好 能 构成 一 个 四 边 形 .为 人 

三 如 人 免 源 请 , 记 人 CDA 

的 AC 边 海 A CC (图 20). 我 们 只 须 证 明 图 20 
中 的 4AC 和 4 相等 避 行 和. 巾 余 弦 定理 : 


Te 


CC 二 a + 2ubcos0, 
A cre -2edeostm— 0) 
cc +d + 2cdcod, 


根据 关系 以 


得 知 
2{ab + cd cos8 二 a + hh {e+ ad” ), 
EH 


ad + Dcosd = a +4 6b 2abcos0. 
和 


夏 得 
A A 
这 个 四 边 形 的 四 边 之 长 为 a.b、c.d; 且 因 
对 关 五 补 ,国有 此 是 -个 边 长 给 定 的 加 内 接 四 边 
开 2 ， 
珀 在 我 们 可 以 使 用 分 
析 失 方法 给 出 定理 了 的 严 
格 证 明 . 
/1 设 AB、BC 的 夹 角 为 8， 
I CD、 DA 的 来 入 为 pr 
(加 21). 易 知 ，SAy、 二 
方 apn , won =3 casing. 


S = Seme + Saqn = 3 ahsin0 + 5cdsing 


一 - 上 


25 = absind 二 Cazsin ¢. {1) 
娘 一 -方面 ,在 个 ABC 及 和 公 CDA 中 ,根据 余 
经 年 理 得 
一 cos 


2 


= c+ ed — 2cdcos gw, 


Sa t+p ce -dd) = abcost — cdeos og. 


(2) 
将 关系 式 (1) 和 (2) 郴 过 平方 在 加 得 
4S- 十 (a ro cA) 
TS 2apbcd cos( 0 十 的 
了 
de 一 cr 十 全 = (a a p> Ee 区 _ 更 
一 Depcecgeoos( 虽 十 只 ). (3) 


由 于 a .5.c.d 是 给 定 的 和 正 数 ,因此 


a + ced — 可 (@ + 2abed 


| 


部 是 营 数 . 显然 , 当 cos(0+ oo) 
达到 最 大 值 .此 时 


一 1 时 , (3) 式 


万 


十 


4S5 二 人 下 + cd — jC? 
一 二 Ia 


= (up t+ dP zta th -ec -dy. 


”了 和 : 


由 于 cos(8+o)= 1, 即 站 + 一 x ,人 它 表 央 四 
塘 形 ABC 万 的 对 骨 斑 牢 , 因 此 桓 拱 最 太 的 四 边 
形 是 山内 接站 壕 形 ， 

于 述 证 明 闫 便 给 简 朵 边 长 度 给 定时 ,四 边 
彤 而 相 的 最 太 便 


5 名 2 2 212 
Doo Ct | cece ) 下 《ea 十 及 更 


(4 ) 
这 也 斌 是 四 边 纵 年 且 交 内 接 于 贺 的 一 般 则 边 形 
的 面积 公式 . 
扩 + 廊 二 c+ 二 2p, 公 式 (4) 能 改写 成 里 
对 称 更 完整 上 且 便 于 记忆 的 形式 


S- =- [4( ab 十 [人 一 (ec 十 下 一 一 


Tel2Cap | 
[2(ab + cd) (a+H -ce -ed )] 
ola t 56) 一 【ee 一 人 


[Ce dy -ta pp) |] 


= (ath- C++ 过 人 有 十 站 十 下 ci) 


- WW : 


I 
tl 1 = ad 


2) 
= tp- up op- cp qd) 
或 


S=v(p rap op cp-d). 


这 个 关于 a .5、c、d 具有 对 称 形式 的 公式 
还 告诉 我 们 :面积 的 最 大 值 与 给 定 边 的 次 序 无 
美 , 仪 由 给 定 的 边 长 ec .ca 所 惟一 确定 . 

请 读者 注意 ,假如 四 边 形 ABCD 的 边 长 中 
有 一 边 的 长 度 逐 渐 第 短 而 最 后 趋 十 零 , 壁 如 
DA 二 4 二 0. 此 时 , 四边形 退化 为 三 角形 ,任何 
三 角形 都 内 接 于 图 , 歼 得 三 角形 面积 


S=v pp— altp— bp—e) 


二 十 二 十 二 
PT 


2 2 
这 吏 足 背 名 的 海伦 公 却 .因此 上 述 公 式 是 海伦 
公款 的 推 1 . 
我 们 指出 ,公式 (4): 


l | 1 ， 他 3 ™3 
S$S= 5 ted) -Ao to -ood) 


-31 : 


是 我 国 南 洲 数学 家 秦 儿 家 在 他 所 车 $ 数 书 妃 萤 》 
中 的 二 和 铬 并 积 ( 已 为 [村 边 求 王 们 形 的 而 积 ) 公 
3 


串 - 元 二 
2 下 


习题 


1， 试 证 :三 内 接 平 行 四 过 形 是 环形. 

2, 设 壳 共 为 ai 的 四 轴 形 既 由 接 于 图 区 外 
二 于 圆 , 试 证 :SS 三 w abed. 

3. 根据 定理 1 及 公式 (4) 再 深 赴 有明; 周 长 一 定 的 
一 坊 四 边 形 中 ,以 于 方形 的 面积 最 大 (上 告 阿 题 2)， 

4. 试 证 ;站 个 正 数 的 儿 何 平均 涉 超过 它 的 算术 平 
da]; 

5. 根据 几何 图 形 江 曲 ; 边 长 给 定 的 四 边 形 基 面积 
肘 二 大 值 与 缩 定 边 的 次序 无 闫 (图 22). 

6 . 设 四 边 长 度 给 定 为 a .5 cd, 求 作 面积 甚大 
有 网 四 边 形 ， 


> 正 务 按 形 的 极 值 性 质 


我 们 将 定理 1 推广 和 到 儿 边 形 的 情形 . 

克拉 美 定理 在 给 定 边 长 为 a,Q2 "a, 
的 所 有 有 如 地形 中 ,能 晤 肉 接 寺 图 的 天边 形 具有 
最 太 的 向 积 . 

证 明 设 AiA,…A,_1A, 为 有 具有 给 定 边 
长 且 内 接 于 回 的 nw 边 形 ; BB,…B, 1B, 为 其 
有 同样 的 给 定 边 长 而 不 内 接 于 辐 的 nn 边 形 . 我 
们 将 证 明 


Da A ,iA 和 


n | 并 | 了 nm |” 


住 圆 内 接 n 达 形 AlA;…A, 上 , 取 定 顶点 
AL, 作 过 A 的 直径 A1A(C 图 23). 设 A 点 落 
在 外 接 圆 的 A,A; ,上 , 连 AAAA .再 在 n 
边 形 BiB,…B, 的 对 应 边 BBBGl 的 奸 侧 作 
六 BBs 和 便 六 BBB;yi 时 在 A 加 AN,1. 连 
BB, 多 边 形 BB,…:BR 和 B,BB.,,-…B,， 中 

Pe 


图 23 


至 少 有 一 个 不 内 接 于 以 吾 吕 为 直径 的 半圆 
(否则 ,nn 边 形 BBs… BB,,1"……B, 将 内 接 于 
网 ) .但 守 边 形 有 Ai 有 和 ALAA 1 及 
都 内 接 寺 以 Ai1A 为 直入 的 半 功 .由 于 多 边 形 
BB 下 BB 各 AjA; A, 六 以 及 和 多边 形 
BIBB,,0…B, 和 AlAA,,,…A, 除 B,B 可 能 不 
等 于 AAA 外 ,其 余 对 应 边 一 一 相等 ,因此 ,根据 
第 3 匣 最 后 的 一 个 定 埋 得 知 


OB BBDB < OA AAAA 
或 
Sa gn a < San a - 
两 者 之 中 至 少 必 有 一 成 并 .将 上 两 不 等 式 柑 加 


Dy < DA 4A AA. -…- 


2 
r r fr J+ 上 


贞 = 
H 


两 疹 拓 去 DaaAaa,, = Dap Bp,,, , 和 


”3 


这 个 定理 的 证 明 是 林 惊 严密 的 .因为 我 们 
一 开 姑 就 假定 了 在 地 长 给 定 的 所 有 边 形 中 ， 
至 人 少 存 在 -个 因 接 于 加 的 边 形 .这 件 事 情 诈 
不 很 明显 ,应 该 如 以 证 明 ,不 二 i 
过 和 已 的 让 遇 离 开 我 们 的 主题 
太 远 ,不 准备 在 这 几 叙 述 了 .2 
我 们 只 做 如 下 简单 的 说 明 : 
作 一 个 半径 是 鲍 大 的 圆 , 将 
给 年 边 al ea、 pa 的 端点 区 24 
苔 尾 相 接地 安置 在 加 内 作为 加 的 了 臣 {图 24). 起 
访 ,由 于 半径 足够 的 大 ,端点 A| 和 A,,1 是 分 
离 升 米 的 , 当 半 径 收 缩 时 ,点 A， 和 4, 逐渐 
拉 近 ,最 后 一 定 能 合并 为 一 点 , 当 这 两 点 重合 
,我 们 就 得 到 耻 贺 内 接 ww 边 形 AlA,-…A,, 这 
镀 是 我 们 所 要 的 边 长 给 定 的 圆 内 接 hn 边 形 . 

现 征 进入 讨论 正 半边 形 所 具有 的 极 值 导 : 
讨 ， 

我 们 已 益 知 道 , 周 长 一 定 的 三 角形 以 正三 
角形 的 面积 最 大 ; 周 长 一 定 的 四 边 形 以 正方 形 
约 硬 积 最 太 . 我 们 问 : 周 长 给 定 的 nx 边 形 什么 
时 候 下 积 最 大 ? 

下 而 将 使 用 上 述 克 拉美 定理 及 第 2 节 中 | 理 
3 来 让 上 打 : 


"3 


定理 2 疝 长 为 给 定 值 y 的 一 扔 nn 边 形 
中 ,到 廊 形 居 有 最 大 的 而 积 . 

证 明 我 们 先 来 证 明 这 样 一 个 事 蔚 :任何 
辣 长 为 7/ 的 六 等 边 坟 边 形 的 面积 一 年 小 于 茶 一 
同 返 洲 7 了 的 等 边 这 形 的 面积 . 

0 首先 ,我 们 指出 :具有 最 

: \， ， 大 面积 的 n 边 形 AAA， 
以 入 是 而 边 形 , 即 每 -- 了 信人 第 
小 于 180” 修 如 不 然 , 设 二 A 
> 180 ,四 A, 4. ， 刚 

> 4 人 1 全 部 在 边 形 的 外 

再 {人 图 25) 将 人 AAA 以 4 ,4A 为 对 称 
轴 上 友 射出 去 ,得 全 4 AAA AAA = 
A 这样 -来 ,na 边 形 
和 
具有 相同 的 周 长 ,但 前 者 却 具 有 更 天 的 面积 ,这 
是 不 可 能 的 .因此 , 夫 有 最 太 了 面积 的 nn 边 形 心 
珊 是 和 让 nw 边 形 .其 深 , 我 们 证 
明 : 柱 和 上 屿 时 地形 可以 变换 两 
邻 过 的 位 置 而 使 得 它 的 周 长 - 
和 面积 部 不 改变 (加 26). 连 
4143, 作 人 它 的 垂直 平分 线 工 ， 4 a 
以 工装 对 称 铀 ,交合 A A,A，, 
及 对 过 来 ,得 从 A 和 AAA7 及;. 因 


1 


pe 


Hn 
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,We 
Son ha 一 Saran 显然 ,nn 边 形 Al1AsA3*… 
和 和 和 AAAY A 一 及 共有 相等 的 央 长 和 面积 . 
现在 我 们 可 以 来 证 明 上 述 事 实 了 . 
这 不 等 边 壕 形 由 4 和 的 边 长 为 ai、 
dz 下 训 用 ww 记 它 们 的 笋 术 平 二 ,上 ae 三 
其中 必 有 -… 边 大 十 a， 


Ei 
一 边 小 十 a. 由 于 分 边 的 次 压 可 以 征 总 交换 , 故 
不 篇 说 


[| > iy 
用 满足 条 件 A1,B+ BAs 二 AlA;+ AAA 一 ai 
十 Ly 和 AIB = /A 的 入 AlDBA; 来 调换 
全 A 和 (图 27 2 al>a= AIB2> uu,, 
AIB+ BA,=alt a ,BT 


BA 六 a (因为 A1B 过 41)， 


-37 +， 


PRA ca (因为 AL.B > 4,)， 


Bl 
a > DA, > dn. 
好 于 
a A PA 
得 二 


| A = BA 1 < 广 | 一 到》 一 了 人 一 A,A;. 


因此 具有 共同 底 达 A1A; 的 两 三 角形 
人 “A, 中 ,和 作 ABA, 的 例 边 之 益 小 
于 全 A 六 ,有 4 的 侧 边 之 差 , 故 由 引 理 3 知 


Dan HA, bs 人 AAA,A, " 


二 此 扒 知 
4, RA > DA AAA ， 


通过 上 面 的 于 纤 , 我 们 得 到 了 2 边 形 
BA ; 蕊 的 面积 比 原 来 的 边 睛 增 大 
了 .生计 长 邦和 原来 的 一 样 .同时 府 它 的 半边 
中 有 - 丈 的 长 订 恰 好 是 原 溢 ?2 边 形 边 长 的 算术 
平均 we .如果 此 时 ?和 边 形 4 BA 4 仿 然 是 
不 等 韦 形 的 ,那么 其 中 必 人 仍然 有 -: 迪 大 下 a 、 一 
过 小 于 ea. 于 是 各 复 上 述 步 台 , 茂 们 区 可 得 到 一 


* 和“ 


个 新 的 边 形 , 它 的 而 积 史 太 本 ,同人 长 还 科 原 
米 的 一 样 ,而 日 在 这 边 形 中 又 多 了 一 条 长 虐 
为 ae 网 边 .这 样 下 去 , 攻 度 为 a 的 过 - 钦 座 地 增 
江面 积 不 断 地 扩大 ,但 周 长 厄 幅 终 不 变 . 最 儿 
人 处 第 ”次 ,， 一定 能 得 到 -个 边 长 全 等 于 a, 周 长 
还 是 给 定 值 ! ,但 面积 却 增 大 了 的 x 边 形 . 这 就 
是 我 们 要 证 明 的 事实 . 

现在 我 们 由 要 在 周 长 为 1 的 所 有 等 边 n 边 
形 中 找 一 个 面积 最 大 的 就 和 7 了 .这 种 nn 边 形 每 


边 的 长 诬 等 于 a , 即 和 ,是 一 个 定数 .于 是 由 克拉 


天 定理 德 , 夯 积 最 天 的 一 定 内 接 于 贺 . 易 知 内 接 
于 贺 的 等 边 nn 边 形 必 是 正 n 边 形 , 定理 至 此 全 
名 得 让 . 

二 述 广 明 纵 i 了 一 种 重要 的 证 题 方 法 ,这 
种 方法 在 证 明 男 一 些 问 题 时 也 很 有 效 .作为 一 
例 , 我 们 来 证 归 一 个 重要 的 不 等 式 : 


my a | 十 i nl Pr Uf, 
2 i 一 -一 一 
下 


和 sa sy 2 DQ)， 


邑 2 个 正 数 的 几何 阅 均 不 超过 它们 的 算术 平 
1 . 
根据 入 等 式 


fa tp {a bY) = 4a6 


E ,将 这 条 这 看 作 是 由 两 每 边 钼 交 寺 二 不 这 
变 葡 于 平 用 (图 287). 这 样 一 洲 ,万 就 成 为 7 十] 


边 形 了 ,人 下 足下 n+ 1 边 形 , 周 长 相等 的 ww 十 
| 直 形 中 , 正 ww 十 1 荆 边 形 其 有 展 大 的 本 积 . 因此 


BE 十 1 过 形 比 正 x 庚 形 的 面积 来 得 从. 

当 坟 二 3 时 ,得 知 正 二 角形 的 面积 小 于 辣 
位 相等 的 下 方形 芍 和 包租 ;I 员 正 方形 的 而 窗 区 小 * 
于 正 五 边 形 的 看 积 …. 依 此 类 推 ,我 们 和 得主 ; 当 
周 长 给 定时 , 正 狗 边 形 的 边 数 愈 多 ,面相 语 入 . 
体 们 想 想 看 ,半边 数 无 了 腿 增 加 时 ,将 会 发 生 怎 么 
杆 的 结果 . 

-可 Ei 

1 迹 欠 年 边 长 将 41 yy 的 这 此 能 妨 内 
接 14 辐 . 斌 让: 外接 于 该 ” 边 形 的 网 足 惟 一 的 . 

2. 试 证 :边区 维 定 的 5 这 形 其 面积 的 研 关 伯 与 给 

A 


E ,将 这 条 这 看 作 是 由 两 每 边 钼 交 寺 二 不 这 
变 葡 于 平 用 (图 287). 这 样 一 洲 ,万 就 成 为 7 十] 


边 形 了 ,人 下 足下 n+ 1 边 形 , 周 长 相等 的 ww 十 
| 直 形 中 , 正 ww 十 1 荆 边 形 其 有 展 大 的 本 积 . 因此 


BE 十 1 过 形 比 正 x 庚 形 的 面积 来 得 从. 

当 坟 二 3 时 ,得 知 正 二 角形 的 面积 小 于 辣 
位 相等 的 下 方形 芍 和 包租 ;I 员 正 方形 的 而 窗 区 小 * 
于 正 五 边 形 的 看 积 …. 依 此 类 推 ,我 们 和 得主 ; 当 
周 长 给 定时 , 正 狗 边 形 的 边 数 愈 多 ,面相 语 入 . 
体 们 想 想 看 ,半边 数 无 了 腿 增 加 时 ,将 会 发 生 怎 么 
杆 的 结果 . 

-可 Ei 

1 迹 欠 年 边 长 将 41 yy 的 这 此 能 妨 内 
接 14 辐 . 斌 让: 外接 于 该 ” 边 形 的 网 足 惟 一 的 . 

2. 试 证 :边区 维 定 的 5 这 形 其 面积 的 研 关 伯 与 给 

A 


E ,将 这 条 这 看 作 是 由 两 每 边 钼 交 寺 二 不 这 
变 葡 于 平 用 (图 287). 这 样 一 洲 ,万 就 成 为 7 十] 


边 形 了 ,人 下 足下 n+ 1 边 形 , 周 长 相等 的 ww 十 
| 直 形 中 , 正 ww 十 1 荆 边 形 其 有 展 大 的 本 积 . 因此 


BE 十 1 过 形 比 正 x 庚 形 的 面积 来 得 从. 

当 坟 二 3 时 ,得 知 正 二 角形 的 面积 小 于 辣 
位 相等 的 下 方形 芍 和 包租 ;I 员 正 方形 的 而 窗 区 小 * 
于 正 五 边 形 的 看 积 …. 依 此 类 推 ,我 们 和 得主 ; 当 
周 长 给 定时 , 正 狗 边 形 的 边 数 愈 多 ,面相 语 入 . 
体 们 想 想 看 ,半边 数 无 了 腿 增 加 时 ,将 会 发 生 怎 么 
杆 的 结果 . 

-可 Ei 

1 迹 欠 年 边 长 将 41 yy 的 这 此 能 妨 内 
接 14 辐 . 斌 让: 外接 于 该 ” 边 形 的 网 足 惟 一 的 . 

2. 试 证 :边区 维 定 的 5 这 形 其 面积 的 研 关 伯 与 给 

A 


定 过 上 交 旋 厢 无 志 ， 

3. 利用 5 引 旺 3 证 明 : 疝 长 给 证 的 于 通 形 中 ,面积 
杞 太 的 过 形 一 - 知 丰 等 边 的 ， 

4 .利用 定理 1 计 曲 : 纵 定 边 长 为 aj、as a 的 
所 而 了 过 形 中 ,以 加 二 接 六 四 形 的 而 各 服 赤 ( 殉 近 美 
定 芋 ). 

35. 试 证 :项 体 有 高 度 :和 定 的 所 有 有 三 前 形 和 ,以 等 
呈 入 形 的 商科 散 小 . 

.该 太 回潮 下 点 PP 
| 二 于 口 有 网 两 雪线 PA、 
PB( 图 29), 再 征 小 圆 弧 + 


AB 内 仁 取 一 点 局 ,过 局 引 
闭 线 二 PA、PB 交 J 只， 
民 R. 这 证 : 当 吕 点 位 于 AB 图 区 9 
的 中 点 时 ,全 PQR 的 面积 
坊 太 . 

7. 斌 证 :外 十 于 征 贺 的 所 和 有 半边 形 中 ,以 正 关 过 
形 的 自 租 为 最 小 、 

8. 试 证 :外 雪 于 十 国 的 所 有 ww 边 形 中 ,以 正 nn 这 
形 的 冉 长 为 最 短 . 
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bb 圆 的 极 值 性 质 


机 商 我 们 辣 论 了 由 直 线段 所 组 成 的 图 形 
三 角形 .四边形 、 多 边 形 的 等 周 问 题 . 
现在 并 始 讨 论 以 任意 形状 的 曲线 为 边界 的 等 周 
问题 .主要 是 对 实验 一 的 结论 给 予 数学 证 明 ,并 
铬 述 它 的 应 用 . 

定理 3 在 周 长 一 定 的 所有 封闭 平面 曲线 


中 ;圆周 也 国 的 在 和 最 大 . 
3 在 证 明 这 个 定理 以 前 ,我 们 


针 鹿 一 讲 什 么 电 凸 匡 形 .如 果 在 

图 形 的 则 看 上 作 取 两 点 A 、B， 

Ee 有 其 联 线 AB 全 部 落 在 狠 形 的 内 

i 部 , 则 j 称 这 图 形 为 西 的 ,如 图 、 椭 

同 都 是 中 图 形 ( 图 30). 图 31 所 
示 的 图 形 就 不 是 凸 的 . 
了 天 在 琴 证 有 明 冠 惠 . 

首 寺 让 明 ;如果 是 周 长 -十 的 所 有 封闭 

电线 中 国 成 最 大 面积 的 那 条 封闭 曲线 , 则 2 所 
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围 成 的 图 找 劝 -- 定 是 凸 的 . 
因为 如 果 更 不 是 凸 图 形 , 那 
迄 必 能 在 > 上 找到 两 点 , 例 
旭 上 .人 这 两 点 的 联 线 AC 
全 部 沙 在 上 车 形 的 外 而 《图 
31). 此 时 以 AC 为 轴 , 将 曲线 E31 
ABC 反对 到 加 一 种 成 为 曲线 AB CC. 虹 然 图 形 
ABCD 和 图形 AB“ CD 具有 相等 的 周 长 , 但 后 
者 具有 中 太 的 西 积 . 这 就 与 图 形 ABCD 具有 最 
大 面积 的 假设 由 了 秘 蛋 . 因 此 ,有 具有 最 大 面积 的 多 
形 更 一 定 是 对 的 . 


现 设 周 长 一 定 的 封闭 有 曲 
线 中 , 廿 图 形 的 面积 为 最 
大 (图 327) ,我们 证 明 ;: 它 必定 
是 圆 . 
在 号 图 形 下 上 取 定 三 
图 32 周作 出 
惟一 的 一 个 圆 , 记 为 Q@. 再 在 盏 上 作 取 -一 点 万 ， 
那么 万 点 此 省 在 圆 忽 的 周 困 上 .假如 不 然 , AA、 
B,C.D 四 点 就 不 共 因 , 闫 次 连结 A、B、D.C 
作成 四 边 形 已 ( 图 327). 由 于 图 形 更 昨 凸 的 ,四 
边 形 GG 完全 落 在 图 形 理 的 内 部 ,并 且 理 的 周 
卉 被 点 入 ~、B.D .CGC 分 为 出 段 , 每 段 和 四 边 形 个 
的 一 了 这 组 成 审 有 直线 段 的 图 形 pw ez 、@;、wey. 
将 四 边 形 G 的 边 长 及 图 形 cl .pe ol 的 形 
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状 固 定 起 来 ,调整 四边形 GG 的 硕 角 使 它 成 为 况 
全 ”由 于 石 ”内 接 于 图 ,根据 年 理 
, 它 比 四 边 形 上 GG 具有 喝 友 的 面积 . 国 为 在 调整 
我 们 保持 了 图 形 gp 、9z 、 
os os 的 形状 .因此 其 面积 
没有 改变 . 当 四 按 形 全 调整 
交口 "时 ,上 性 图 形 西 将 随 着 
四 边 形 避 的 改变 而 成 为 图 形 
® ,中 ”相当 于 将 图 形 vg、 
oa wa os 按 相 应 边 长 加 在 
四 边 形 GG 的 外 人 出 而 成 (图 33). 显然 , 盏 “和 更 
i 但 由 于 S > ,因此 多 " 具 
有 更 大 的 面积 ， 这 是 不 可 能 的 ,因为 假设 下 的 
面积 最 大 .本 和 类 上 一 了 了 四 点 非 共 罗 丰 可 ， 
II 万 点 落 在 园 久 的 避 界 上 .由 于 万 点 是 任意 
选取 的 ,所以 凸 图 形 更 必定 是 贺 . 

这 个 定理 在 数学 虫 工 占 着 重要 的 地 位 . 它 
对 数 掌 的 重要 分 支 靶 分 法 的 产生 和 发 展 起 
了 重大 的 作用 .很 多 数学 家 研究 过 这 个 问题 ,给 
出 了 了 各 种 不 同 罗 证明 ,这 里 再 介绍 近世 几何 学 
家 施 太 纳 的 一 个 证 明 . 

首先 ,如 上 所 证 , 周 长 给 定 、 面积 最 大 的 图 
形 一 定 是 凸 的 ， 

其 次 ,玉生 还 是 那个 具有 最 大 面积 的 鲜 
形 ,我 们 可 以 证 明 ;: 全 -一 平分 周 长 的 强 必 定 同 时 
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划分 醒 租 为 相等 的 两 名 分 . 
串 实 于 ,如 上 凡 兹 AB 平 
他 品 图 形 的 周 长 为 相等 的 
两 部 分 ArB 和 ADB, 侧 将 
而 和 1 分 为 不 相等 的 部 分 ,不 
WE Sa > Sapn 图 3417. 
今 以 AB 为 轴 , 将 则 线 Ee 
ACB 所 对 到 男 一 秽 ,i 认 为 AC*B, 由 ACB 和 
AC”B 有 扩 组 成 的 图 形 记 为 @ ,显然 瑟 比 BB' 呈 
有 相 四 的 周 长 ,但 名 ` 比 B 基 有史 大 的 面积 ,这 
了 又 和 瑟 星 有 具有 最 大 面积 的 假定 相 了 矛盾 . 

站 最 后 ,我 他 来 证 明 这 样 
的 更 必定 是 圆 . 设 图 形 各 
” 被 弦 AB 分 为 千 长 和 面积 都 
Sh 相等 的 两 部 分 ACB 和 

一 ADB. 以 AB 为 对 称 轴 ,将 
图 35 曲线 ADB 友 射 到 AB 的 另 
人, 记 为 AD* BB( 图 35), 自 对称 昌 线 ADB 
和 和 A 和 AD” B 序 组 战 的 图 形 史 "和 具有 相同 的 周 
长 和 面积 .在 曲线 ADB 上 任 取 一 点 万 , 它 革 于 
AB 轴 的 对 称 点 落 在 巾 线 4D 上 上 ,所作 DD. 
显然 个 ADB 守 会 AD B,. 我们 证 明 :.ADB = 
AD B=90 如果 ADB 关 90° ,此 时 ,可 以 
保 圩 四边形 ADBD ' 务 边 的 长 度 太 它们 所 对 应 
的 曲线 弧 的 长 度 以 及 由 AD ”和 AD ,DB 和 
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DP’ B,BD 和 和 UBD, DA 和 DA 
NW 所 围 成 的 面积 ( 即 图 35 中 的 

。 ” 上 ,1 , 开 , 下 四 恢 而 可) 不 罕 ， 
而 将 四 边 形 ADBD” 变 成 四 
边 形 ADBD (图 36) ,使 得 


到 36 a 
~ ADB 


— AD*B <— 90°. 
此 时 钙 ” 被 此 襟 成 为 思 , 显然 四 的 周 长 和 中 ”的 
几 上 攻 相同 ,办 而 语 和 的 周 长 相同 ,再 看 性 们 
的 面积 ,由 于 他 4PP 和 和 个 ADB 的 对 应 边 
AD = AD,BD = BD, 

但 因 ADB = 90",- 故 由 引 理 一 知 Sn 六 
Ee ds 因而 oe > SA ;， 半 国 边 上 四 抉 
的 面积 1 , 儿 , 和 ,没有 改 亿 ,所 以 粮 个 图 形 
利 的 面积 大 于 下 ”的 面积 , 即 更 的 面积 大 于 中 
的 面积 .这 样 ,我们 就 作出 了 一 个 图 形 瑟 , 它 的 
周 长 和 甸 一 样 ,但 其 而 积 却 比 @B 大 ,这 显然 司 
鳃 时 根 谍 机 示 盾 . 因 此 


ADB = 二 4 五 三 90”， 
下 上 避 几 ' 禾 和 着 以 AB 为 育 径 的 半圆 岗 上 ,出 于 站 
扣 是 任意 选取 的 ,让 知 曲线 ADB 是 以 5 为 直 


径 的 半圆 .生理 曲线 ACB 亦 是 以 4PB 为 直径 的 
才 臣 


于 加 ,于 妨 庆 图形 外 是 一 个 圆 . 

使 用 宛 全 类 似 的 想法 可 以 解决 球 的 相位 问 
题 ; 一 切 体 积 树 右 的 立体 中 ,球体 共有 有明 小 的 表 
而 租 . 关于 球 的 权 值 性 质 的 征明, 将 在 下 一 节 给 

定理 3 还 可 用 加 一 种 方式 米 作 述 . 

定理 3 ” 加 积 一 十 的 所 有 平 本 图形 中 ,图 
的 上 疝 界 最 短 ， 

IFE 明 设 C 为 -- 图 ,已 足 面 积 与 避 相等 的 
任 :图 丧 , 只 须 证 申 下 的 周 界 比 圆 0 的 向 界 长 
了 驾 行 了 .为 此 作 圆 B( 图 37) ,使 其 周 长 和 下 的 
周 长 相 等 ,好 由 上 而 所 证 的 定理 知 圆 B 的 面积 
大 于 下 的 面积 , 针 ) 


> Sr 


但 因 S,.= Sr, 故 知 
3 > i 
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既然 圆 B 的 面积 大 于 网 CC 的 面积 , 鞍 然 加 
B 的 周 长 也 就 大 十 贺 局 的 周 长 了 .但 因 贺 B 的 
周 长 和 图 形 下 的 问 长 由 等 ,因此 图 形 FF 的 周 长 
大 于 辐 C 的 周 氏 ， 

FF 面 这 个 定理 除了 它 本 和 喘 的 重要 性 外 ,还 
有 不 少 有 趣 的 应 用 .我 们 先 用 它 给 出 上 市 列 拉 
美 正 理 的 大 一 证 明 ; 

显然 ,上 县 右 最 太 面 积 的 nn 边 形 应 该 是 凸 


设 玉 是 具有 给 定 

过 长 且 上 内 接 于 圆 虽 的 
1 边 形 , 氏 ” 为 具有 给 
定 问 样 边 长 而 不 内 接 于 
圆 的 凸 边 形 ,只 要 能 
证 明 S > SS 就 行 了 
(图 38). 今 沿 n 边 形 到 
时 条 边 将 弦 和 圆 弧 所 
组 成 的 x 个 马 形 一 一 地 
对 下 来 ,并 控 对 应 边 贴 
村 在 nn 边 形 ”的 奸 人 出 
图 38 即 图 中 所 示 的 了 ,了 [， 

下 ,B,D). 这样 贴补 起 

来 的 图 形 用 上 OO’ 来 记 它 .显然 ,OO" 和 圆 吕 具有 
由 回 的 周 长 , 伍 口 ' 不 是 -个 圆 !5 和 否则 KK 将 内 
接 于 加 ,与 很 设 不 符 ). 因此 按 上 节 所 证 之 定理 
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印 知 国人 的 面积 比 吕 ”的 面积 大 ,由 此 有 即 得 
es 

到 此 为 止 , 我 们 得 到 -系列 理论 性 的 结 守 ， 
也 让 该 淮 会 问 : 这 些 定 理 能 不 能 解决 实际 问题 ? 
现在 我 们 吕 利 用 定理 3 来 辞 类 两 个 实 昧 本 题 . 

问题 1 有 一 长 为了 
的 答 色 , 需 在 要 用 来 在 屋 
外 装 出 一 雪 亲 地 ,一 面 可 
以 利川 房 怕 的 增 , 但 篇 管 
的 两 冰 必 须 靠 着 绒 的 按 
广 可 使 亲 地 的 面积 最 大 
{ 席 | 39)? 

解 这 个 问题 用 数学 的 语言 可 叙述 由 下 : 
长 为 /的 曲线 忆 与 - :国定 折线 段 AB 国 出 一 块 
面积 ,全 曲线 的 两 端 要 与 厨 定 直 线段 的 两 端 重 
合 , 坟 和 样 所 法 , 方 能 使 面积 最 大? 

我 们 证明: 当 则 线 亡 转 成 一 个 圆 引 时 ,而 
积 肾 六 .下 围 成 图 蜂 形状 的 曲线 马 与 4 所 成 
的 图 形 为 天 ,天 “是 妆 曲 线 忆 以 任意 形状 与 4B 
所 围 成 的 图 开 . 我们 已 要 能 征明 Si > 5 就 行 
了 .把 图 形 民 扩充 成 一 个 圆 ,其 男 一 部 分 记 为 
人 喇 ( 冰 40), 扩 先后 的 疼 形 交 且 . 今 在 图 形 KK" 
下 ,如 图 40 所 示 , 补 下 一 专 与 全 同 的 图 形 ， 
季 共 扩充 后 的 图 形 为 更” .显然 矶 和 盏 "县 有 
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相间 的 周 长 , 但 生 是 圆 ,下 不 是 圆 , 改 由 圆 的 
极 值 性 质 知 | 


再 : 任 不 等 二 两 端 帮 闫 去 $. , 即 得 Sr 之 SS . 

问题 2 也 评 污 着 会 癌 , 如 果 房 屋 的 墙 相 
当 长 . 往 笛 的 两 端 不 一 定 要 靠 着 墙 的 边缘 ,此 时 
问题 如 何 解 法 ? 

这 个 问题 用 数学 的 语言 可 叙述 如 下 :长 为 
i 史 而 线 C 与 长度 任意 的 直线 段 围 住 一块 面 
积 . 怎样 围 法 , 方 能 使 面积 最 大 ? 

说 天 是 长 为 ! 的 曲线 与 任意 直线 段 围 成 
的 半圆;K 是 长 海 上 的 曲线 与 任意 直线 段 围 成 
的 任意 图 形 ( 图 41) .我 们 只 覃 证 明 


re > Se 


束 行 了 .把 图 撒 氏 和 K“" 按 相 应 的 直线 段 反 身 
到 另 一 和 柚 , 分 别 记 海口 和 GG”, 称 开 和 GG 联合 
与 分 


臣 来 的 图 形 为 瑟 ” ,KK 和 性 -联合 起 来 的 图 彤 
为 甲 ,显然 这 本 图形 的 周 长 相 等 .但 瑟 乓 圆 ， 
而 玫 " 不 是 加 .因此 和 由 加 的 极 值 性 质 知 


hs > Sp" , 
| 
Ls 1 ,, 
Sk 和 5 So OR 一 FO 
让 类 


Sr > Se 


上 和 库 这 个 问题 在 实际 生活 中 亦 第 会 中 到 ，; 
例如 要 用 长 为 /的 铁丝 网 菲 河 性 围 成 一个 鱼 
池 ,我 们 当然 硕 望 围 出 来 的 鱼池 面积 越 天 越 好 ， 
那么 应 当 沪 样 图 法 ? 现在 你 应 该 二 着 它 的 管 案 
了 吧 ! 

我 们 将 问题 2 用 定理 形式 表述 出 米 . 

定理 以 任意 长 度 的 直线 段 和 男 一 代为 i 
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的 阳线 所 转 成 的 一 切 (四 ?图 撒 中 ,半径 为 二 的 


半 国 兵 有 最 大 的 面积 . 

趾 赴 2 通 第 称 为 纪 境 娜 问题 .在 神话 蜡 , 纪 
塔 娜 是 旨 洲 卡尔 法 格 纳 占 城 的 创 彤 人 人 海 恋 土 的 
皇上 乒 . 仿 谤 她 与 所 件 往 非洲 北 岩 的 部 落 商 议 以 
让 ,北岸 闻 落 让 出 “用 灰 鼠 狼 皮 所 能 包 国 住 ” 的 
一 据 干 地 符 纪 塔 如 时 后 .但 是 , 纪 塔 寻 芭 后 不 有 内 
苇 用 这 块 小 小 交大 及 狼 朗 去 记 住 一 点 点 沦 廿 . 
籽 概 二 了 一 个 巧 站 的 办 法 ;: 先 把 厌 乌 狼 皮 蕴 成 
税 细 的 度 笨 , 上 于 杷 它 科 接 成 - -条 长 带 . 她 用 这 条 

入 二 利用 了 海岸 线 , 划 出 一 起 比 选 择 远 离 海 
尾 折 能 划 出 的 太 得 多 的 领土 ( 海 启 线 近 似 弛 看 
作 方 直线). 

村 题 


1. 试 让 :一 急 周 长 六 7 的 封闭 曲线 所 围 的 南 积 与 


得 缩 定 的 #2 边 形 中 ,上 以 正 这 拱 的 周 界 次 

坊 短 .( 提 示 ; 参 考 定理 3".) 

3. 设 封 团 曲 线 帆 长 为 a 和 下 的 两 直线 段 到 长 为 ? 
! 的 曲线 组 成 {图 42). 试问 ; 它 的 面 


积 柱 慎 么 时 想 为 最 大 ? 
” bh 4. 这 科 辐 曲 线 由 长 沁 a 各 户 
的 了 彤 百 线段 及 长 为 了 的 曲线 组 成 ， 
图 43 而 关 光 琴 这 线 段 的 夹 角 吕 是 给 定 了 


43). 斌 加: 它 的 面积 在 让 人 妈 
时 扎 为 最 大 ? 

5 .7 设 凸 封闭 办 线 上 共 有 任意 
方向 的 对 称 铀 .这 让 : 封 导 曲线 必 ， 


了 3 


= 号 


f 球 的 极 值 性 质 


匀 后 这 - 季 , 我 们 证 明 - 升 始 提出 来 的 命 
Wl : 

在 一 切 体积 相等 的 立体 中 ,球体 具有 最 小 
的 表面 积 . 好 然 , 这 个 命题 相当 于 : 

在 一 转 表 面积 相等 的 立体 中 ,球体 有 具有 最 
大 的 体积 ， 

远 在 阿 某 米 德 时 代 , 人 们 就 已 经 从 直观 上 
少 汰 了 这 一 事实 ,但 在 数学 上 给 出 它 的 严 履 证 
明 偿 是 近年 米 的 事 . 下 而 介绍 的 证 明 昌 然 从 数 
六 的 观点 看 来 仍 是 不 够 严格 的 ,但 较 之 纯 直 观 
的 州 烦 已 经 具有 喝 厌 的 说 服 力 . 完 全 令 人 满意 
的 严格 证 明 ,此 用 到 遍 等 数学 中 的 一 些 概念 和 
方法 ,我 们 不 打算 在 这 里 介绍 了 .这 里 介绍 的 旦 
施 太 纳 的 证 明 ,虽然 叙述 起 来 比较 天 融 ,但 印 淡 
有 涉 受 任何 次 奥 的 东西 .为 清楚 起 见 , 先 叙述 二 


吃 辕 这 这 一 方 有 困难 的 庄 . 可 先 融 一 做 这 一 节 崔 洁 舱 . 


个 简单 引 理 ,然后 导出 一 个 预备 定理 ,最 后 根据 
驻 笛 定理 给 出 它 二 的 证 明 . 

引 理 1 通过 一 首 锥 石 -ABC 的 底 棱 473 的 
中 点 邮 划 删 校 上 PP 作 平 而 五 (图 44), 则 平面 芽 


"2 


图 44 


分 二 角 锥 的 体积 为 相等 的 两 部 分 , 电 
OD AD < ee a Sacnp ). 


证 骨 ”考察 床 而 全 .ABC, 中 线 CM 把 它 分 
成 面积 相等 的 两 个 三 角形 从 AMGC 和 和 作 MBC. 
外 于 三 前 锥 的 体积 等 于 底面 积 乘 商 的 一 分 之 

ee 站 ATBC 的 体积 相等 
后 面积 相等 .高 底 相 [ 喇 ). 

将 全 ACD 和 和合 BCD 王 直 投影 于 半 面 总 
上 , 记 其 投影 三 角形 为 全 A10CD 和 人 下 CD 多 
45). 由 于 

a 号 了 四 


图 4 和 5 


AM = MB, 
{LAA1IM = LBB,M = 90"， 
和 AAIM 2 人 BBM), 
所 以 共 M 作 CD 的 重 线 hw 等 于 从 A 和 号, 向 
CD 所 作 的 疏 线 h 和 各 的 算术 平均 值 , 即 hw 


= 方 (ha 十 hs). 因 此 ， 


a 1 
DAM = 5 (SAA 十 SAp mn), 


TT 图 45 的 附注 :六 1 Bl 时 上 .中 两 总 在 平面 下 上 的 对 
足 , 点 点 和 吾 不 -吓人 在 ABC 上 ,因为 译 面 三 角形 ABC 相 
站 天 玫 面 互 可 能 是 斜 的 ,如 AB 不 是 平面 开 的 重 钱 ， 
"与 各 


村 据 扯 影 性 奈 ,有 


和 二 ,San Ap 
人 大 上 上 臣 ,得 
上 | 
DA pa ee 


引 理 2 通过 四 骨 锥 记 ABEF 的 顶点 了 
及 诺 独 梯形 ABPPF 着 平行 边 4 .EF 的 中 点 和 M 
和 民 作 平 面 末 (图 46). 则 平 而 吾 分 四 攻 锥 的 傣 
和 为 相等 的 两 部 分 用 


ee 1 5 
中 和 Pad < 本 《pa + 仿生 ppB 


证 明 如 果 底 面 梯形 ABEFR 是 -个 平行 
四 边 形 ,那么 AF/ KM/EB 且 FA= KM -= 
r 


，59 ， 


ACGP-BHE 订 坎 看 作 败 萌 钾 万 ARFF 堆 去 四 和 
给 DD-ARBHG 上 得 .由 于 延 攻 KO 必 通 过 机 


站 ,因此 
DF _ DK _ DE 
GF OK HFPE’? 
进而 有 
S A Da A 总 。 心 央 本 
A AF nA Nic A | 


后 根 据 引 理 2, 和 全 DKMN .APORAT 平分 四 角 詹 
DABER DABHG 的 体积 ,所 以 


了 本 T Nk pe 
AMFEF WW TMA, +* ¥ TLAMTN: ~ V [TLE 
而 县 
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阿 仿 照 引 惠 2 的 证 明 ,到 得 所 浓 的 结 

当 梯 形 FEHG 是 平行 四 边 形 时 , 它 的 泪 明 
外 给 谈 者 作为 练习 . 

预备 定理 设 其 络 定 
广 向 的 百 线 7 与 立 休 瑟 的 
表 面 只 相交 于 汕 点 RQ， 
记 线 由 RQ 的 中 点 为 M. 当 
自 线 7 在 立体 中 平行 移动 
时 ,中 点 的 轨迹 组 成 册 图 4 
而 厂 , 则 昌 和 耐 工 平 分 立体 的 
体 程 上 曲 向 厂 的 面积 小 于 立体 表面 积 的 二 分 
之 一 (从 48). 

为 了 浇 明 这 个 事实 ,我 位 有 内 半 行 十 直线 / 
的 半 面 Js…… 开 ,将 立体 误 分 成 许 多 很 小 很 
小 的 二 校 杜 . 当 三 校 柱 全 来 愈 细 时 ,可 以 将 本 下 
质 近 似 地 看 作 二 冰 形 ,根据 引 理 3 首先 可 以 断 


定 曲 而 荆 的 面积 不 会 大 于 立体 表 而 积 的 沁 . 另 
-方面 ,如 果 用 面 三 的 机 和 真 的 等 于 立 性 老 面 
只 的 的 话 ,那么 厂 两 侧 P 上 的 曲面 就 会 下 合 


而 为 “(上 即 能 焉 辣 起 来 ). 因此 可 以 进 -- 此 断定 
厂 的 而 积 确实 严格 地 小 于 站 休 PP 的 表面 积 的 


.至 于 立体 的 体积 被 平分 是 显而易见 的 事 .这 
事实 在 下 文中 起 善 重 要 的 作用 . 


定理 4 和 在 一 义 表 面积 机 等 的 立 虱 入 , 球 
司 居 有 最 友 的 性 箭 !， 

证 明 因为 表面 网 中 四 的 立 恒 不 可 能 员 有 
最 大 的 体积 ,我 们 兵 须 在 凸 立体 中 进行 比较 . 

设 四 是 具有 最 大 体 
各 的 凸 立 体 .我 们 选 定 任 
意 方 向 的 直线 上 ,再 作 垂 直 
于 7 的 半 面 开 , 将 平 而 隐 
从 立体 亚 的 一 端 想像 地 穿 
过 立体 平行 移动 到 另 - 端 
{图 49). 在 移动 过 程 中 ,一 
和 所 存在 这 人 各 一 个 时 刻 使 得 

图 49 平面 二 恰好 将 凸 立 体 亚 

的 表面 积 S 分 成 相等 的 两 部 分 S11{ 左 ) 和 5S， 
( 右 ) ,县 


硼 面 各 = Se 长 面相 户 2 


= 广 业 的 表面积 S. 


让 先 , 我 们 证 明 平 面 二 必 同 时 将 立体 亚 
分 成 体积 相等 的 珊 部 分 VI ( 左 ) 和 V,( 石 ). 假 
如 体积 VW 过; ,那么 以 关于 平面 上 和 S, 对 称 
的 曲面 Sr 替代 S51{SI 是 由 曲面 S; 关于 :平面 
上 扩 笛 而 得 的 对 称 十 S 的 曲面 , 见 剖 而 图 
50). 此 时 ,用 而 SY 和 SS 所 围 成 的 立体 县 有 大 


* 有 9 车 


于 让 的 恒 和 ,区 Www 十 WV 之 
+W = UV 但 却 和 凸 立 体 
ww 有 有 相等 的 表面 程 ,这 和 于 
具有 虹 太 体积 的 假设 子 证 .| 国 ™ 
于 ,二 Vs. 平 国 并 

其 次 ,我 们 让 明 曲 面 S， 
和 5S， 关于 平面 虐 是 对 标的 . 
假 吉 S， 利 | SS， 不 对 称 《 见 前 
而 图 31),. 作 关 于 平面 区 和 
“5S, 对 称 的 曲面 S ,由 于 曲 
西 Si 和 有 曲面 .S 具有 共同 
的 边界 线 , 因 此 S 和 SY 会 
起 来 组 成 封闭 曲面 工 . 由 于 

图 3 S| 不 可 能 完全 人 包含 在 SI 的 

内 部 ,SS 也 涉 可 能 完全 包含 在 3 的 内 部 , 因 
为 两 者 和 平面 了 围 住 相 等 的 体积 ,所 以 封闭 曲 
面 三 是 自身 相交 的 , 于 是 封闭 曲面 王 可 以 前 分 
下 一 个 毗连 一 个 面 不 且 身 相交 的 封闭 曲 王 |， 


， "YY 


设 任意 选 定 的 直线 / 与 封闭 曲面 三 相交 于 
RR ,Q 两 点 , 记 线 段 RQ 的 中 点 为 AM. 当 直线 / 
在 封闭 曲面 三 中 平行 移动 时 ,中 点 M 的 争 迹 
组 成 曲面 S;{ 图 51). 对 每 一 个 不 自身 机 交 的 封 
闭 曲 而 3 , 芝 ; ,…, 5, ,分 别 使 用 预备 定理 得 


* 有 3 


图 30 


Hl : 
去 面积 S, < 省 ( 表 击 积 SY + 表面积 S;) 


一 赤 站 [和 >， 


上 SS SS 二 者 和 阅 硬 开 所 国 成 的 体积 孝 
相等 .这样 一 米 , 则 而 S; 和 S; 所 转 成 的 立体 
利 | 王 愉 有 有 和 相 和 演 的 体 程 ,但 曲 而 S;3 和 Ss, 合并 
起 来 的 面 程 比 W 的 表面 积 还 米 得 小 .如果 我 们 
将 S$; 和 5， 所 围 成 的 寺内 曲面 向 外 扩张 ,使 它 
和 具有 相同 大 小 的 表面 积 , 那 么 它 将 比 并 体 
Ww 寻 有 更 太 的 体积 .但 我 们 假设 WW 是 其 有 最 
太 体 碍 的 王立 体 , 办 此 这 是 不 可 能 的 .这 束 谱 有明 
了 曲面 SS 和 5, 关于 平面 囊 是 对 称 的 , 换 句 话 
吏 , 立 是 王 的 对 称 平 厨 . 由 十 直线 1 的 方向 是 
人 尾音 选 定 的 ,此 知 立 体 和 亚 具 有 任 给 方向 的 对 称 
六 | 于 

显然 ,球体 县 有 任意 方向 的 对 称 平 面 . 

最 后 :我 们 证 明基 有 人 和 低 意 方向 对 称 平 而 的 
下 体 一 - 宦 是 球体 . 

我 们 知道 ,任何 物体 都 有 一 个 而 包 有 一 个 
重心 .凡人 何 立体 可 以 看 作 均 名 物质 所 构成 的 物 
性 .显然 , 均 质 物体 的 对 称 平 面 应 当 通 过 它 的 重 
.这 就 说 明了 攻 何 谤 体 的 -- 轩 对 称 平 面 必 相 
区 于 一 点 . 设 具 有 最 大 体积 的 凸 立体 更 的 一 

ee 


六 对 和 和 面相 笑 于 直上 点 总 ,下 
| 上 取 定 一 点 4 ,再 任 
上 上 上任 取 -点 也 ,和 004 .ODO 〇 OP、 
Pi AB 的 中 成 为 CC,3| 王 
下 于 AB 的 对 黎平 血亲， 
过 征 上 人口 昌平 分 AB 丁 吕 
([ 冬 S2). 朵 十 ee 
[了 ,所 以 和 ODAS 入 CO, 故 如 52 

得 B= OA. 由 于 点 BB 是 Y 业 表面 上 什 意 选取 
的 .所 以 更 表面 上 人 尾 一 点 到 定点 口 的 距 讽 部 
等 十 兴 和 值 O04 , 玻 知 亚 是 -个 球体 . 


可 | 
1. 设 AW 为 入 ABC 的 中 线 ( 图 53), 试 主 : 


i 一 wa A (AB | AC). 


2. 证 MN 为 相形 ABCD 平行 边 中 点 的 连 线 (图 
54), 坛 证 : 


Sunp = wav 1 MN 去 二 (4 | BO. 


本 妇 


总 


"BY * 


3. 设 是: 茶 自身 相交 的 贡 财 由 
线 ,一切 被 7 截断 的 平行 至 线段 的 中 
点 组 坡 曲 线 r. 试 证 :vr 分 曲线 ”的 面 
积 为 相等 的 黄 部 分 (左边 的 等 二 石 边 
的 ,图 53). 

4. 好 | 全 56 所 示 , 说 Sr = 


FUDD ,FE 一 ce ID, ! Dry HE 


5. 谋 四 攻 锥 站 ABEF 册 平 行 四 边 形 ABEF 为 底 
面 , 现 通过 底面 两 平行 边 的 中 点 M .KK 及 其 质点 万 作 
平 而 开 ( 攻 57), 试 让 : 


WV ani Vi vr 3 


1 


I ~ 
a Lo < 7 San - Sa prs 小 


” BB + 


6 县 MO.K 为 二 核 柱 AGFBHE 二 平行 棱 
BGOH.FE (和 位 中 点 , 旨 GH= FE( 加 58), 试 让: 


Vcr Me 二 人 BH. 9 


No 
DAM 失 。 FA Saar 十 SAE 2). 


Ff 
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图 58 


7. 己 知 ,三 -- 切 表面 积 相 等 的 立体 中 ,球体 具有 
最 太 的 体积 . 试 证 :在 -: 切 体积 相等 的 立体 中 ,球体 县 
有 最 小 的 喜 面 积 . 
问世 四 
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1. 提示 :由 平行 四 边 形 的 对 骨 线 相 妇 平分 ; 
ii 本 形 的 对 攻 线 祖 弓 平分 旦 垂直 :i) 利 用 引 埋 
恨 

2. 引 平 行 四 按 形 的 对 角色 ,将 它 看 作 呆 个 
全 等 的 二 角形 .此 时 ,三 着 形 有 两 条 边 长 是 给 年 
i 

. 引 挫 有 形 的 半角 线 ,将 看 性 两 个 全 告 的 二 

A de 因此 等 于 
定 长 , 故 根 据 引 理 2”, 当 硕 点 在 半 辐 出 的 中 点 
时 三 角形 的 面积 最 大. i de 
并 起 来 恰好 是 一 - 

Es 


寺内 部 的 而 积 达到 最 天 ， 因此 
锯 去 的 废料 就 最 少 . 

4. 提示 :让 j 算 形 的 一 边 - 
定 和 举 圆 周 的 直径 AB 相 重 
合 5i 让 人 钉 上 为 一 半 回 周 , 及 关 


上 直径 全 对称 于 生 形 的 另 -- 算 形 (图 3590 ;11i) 
利用 上 一 题 的 绍 果 . 

5. 当 人 ABC 成 为 下 一 角形 时 所 各 最 大 ， 

6. 设 之 AB,3| CA WADA, 交 AB 于 
二 点 (区 60). 由 于 上 下 底 及 冉 长 是 给 定 的 , 因 
起 人 ABC 的 询 边 AB 太 两 侧 边 之 和 是 给 定 
的 . 棋 据 i 理 3, 个 A BC 是 等 有 二 机具 时 且 
有 最 大 的 而 积 .由 于 AB 是 给 年 的 ,因此 
全 A BC 且 有 最 太 的 遍 , 从 而 稀 形 也 就 有 厂 虹 大 
时 . 

7, 握 示 :和 二 斯 形 的 陨 是 硼 定 的 ;ii 两 点 间 


8 .所 术 :i) 将 清 
下 条 件 的 两 三 角形 
4PC 和 和 ABO 的 底 边 
AB 彼此 章 澡 , 且 合 其 谎 
点 位 于 同一- 侧 ( 图 62). 
让 由 于 两 三 角形 部 诬 62 


"7 了 1 +* 


不 是 等 腰 的 , 且 不 是 全 等 的 ,不 妨 设 
AC > BC,AGC” > BO', 
AC — BC < AC — BO. 


根据 AC + BC= AC + JC = 二 1, 得 知 AC 一 
Cl— ACY<AC (i -AC’') 

AD< AMAC 及 BC BC. 
时 此 两 三 角形 的 相互 位 置 必 好 图 62 所 示 : AC 
可 BC 村 不 于 点 MI， 

i TAC BC, A CBA CAB, 
因此 人 MBA 之 MAB, 从 而 有 AN 六 VIB. 故 
可 在 线段 AM 上 取 定 一 点 N ,而 使 NM = MB， 
再 在 青 线 MC 上 取 -点 也 ,而 使 MP = M0， 
人 NMPOA BMC.. 

iv 仿照 引 理 3 证 明 P 忆 点 落 在 线段 MC 的 
内 部 ,内 此 


SA BMC < IAAMe: 
从 而 有 
or < SD ABC - 


1. 提示 :站 以 长 度 件 意 的 直人 过 AC 党 对 
称 轴 , 作 八 ABC 的 对 称 么 ADCC 图 63). 
”2+ 


让 ) 和 作 BCD 的 周 长 是 给 害 ‘ 
的, 同 医 给 十 的 二 角形 中 以 下 
三 角形 的 面积 为 最 大 . 

2. 设 ABCD 为 嵌 长 一 口 本 6 
定 的 正方 形 ;ABTCD' 为 周 长 图 63 
可 的 和 矩形 ,AB” 的 一 接 和 

上 AB 重合 日 AB 谊 BC,， 

BC=DE{ 图 64). 显然 


AB” + BC 


AB’ > 人 > 一 一 人 


~ AB = BC > BTC, 


ET = Soy EE 
因此 
ap > SARBTD’: 


3. 提示 :利用 上 一 是 的 结果 ;i 将 谍 形 和 
下 方形 的 面相 分别 习 上 给 定 角 a 的 正弦 《图 
63). 

se 形 是 莹 形 . 

.请 知 定 前 一 AP = 6a, 两 侧 边 之 和 AB 
en 


六 ABC ,号 四边形 ABCID 是 -一 个 平行 四 边 形 
+ 了 3 + 


> 1 
外 5 


下 
三 


2» (图 66). 它 县 有 给 定 的 顶 前 
Pa a 及 周 长 27 .根据 上 题 的 结 
~ 果 , 当 AB= BC= 上 了 /时 , 平 


图 66 行 四 边 形 ABCD 具有 最 大 
HT 入， 由 二 号 Anr a ey 因此 和 全 ABC 
也 上 其 有 最 太 的 而 积 . 


6. 提示 ;对 任何 内 接 于 图 的 如 边 形 ABCTD 
《图 67) 有 说 , 晒 对 角 线 的 乘积 总 是 等 于 两 组 对 
进 京 租 之 和 和 , 即 AC'. BD= r 
AB: CD + BC AD ZN 

沂 解 旭 下 :不 失 一 般 性 ，: n 
说 BC-a,CD=5,DA=Le, 本 57 
AB = xz( 图 67), 则 


A a 
BD 一 Vr 一 属 ( 因 为 人 人 BCA = BDA = 4) 
上 寺 寺 一 人 BBCT7 内 接 于 圆 ,所 以 


7 大 
Wr WwW 二 ae br, 
"i 


册 进 平方 ,以 并 | 际 之 行 
i 六 -十 2cpr， 
BH 
i cr Za = 0., 
根据 代数 知识 ,三 次 方程 有 而 具有 三 个 根 ， 
这 为 a .8B.Y, 册 方程 
ee Ca i CC )》 一 2apbc 
a 
一 apB+T7y) Ta Ba Y 十 
Pog A = 
比较 对 应 项 的 系数 得 知 
a+B+y = 0,a8 = 2ab > 0. 
由 此 排出 : 
可 a BY 三 个 如 是 洋 根 , 则 党 有 而 蝇 二 
有 一 个 根 旺 正 的; 
站 大 存在 两 个 复 根 a 二 + 1y,B 一 -i7， 
由 于 (E79)(E-in)yY=(E + )'yY=200c> 
0 ,得 知 y 一 定 是 一 个 正 根 也 


小 根据 一 次 方程 的 解法 ,可 以 进一步 肯定 复 报 是 不 存在 
区 . 


:735 ， 


国 则 ， 长 庆 > . 被 给 定 的 边 长 u,b,e 其 疏 一 - 

确定 . 
玫 

1. 根据 定理 工 得 知 近 长 -- 定 的 学 行 目 边 
上 找 中 ,以 圆 内 接生 行 四 边 形 的 面积 最 大 ;但 第 二 
条 习 周 2 告诉 我 们 , 边 长 一 算 的 竺 行 四 边 形 以 
宣 形 的 而 积 最 大 .因此 , 圆 内 接 平 行 四 边 形 一 定 
是 矩 撒 . 

2. 出 接 寺 图 的 四 过 形 呀 各 


S=vp-—- atp- bp— eltp- d) 
其 中 起 一 “区 | 
而 外 切 十 阅 的 四 边 形 两 对 边 之 和 相等 , 即 
a+e=o+d= bb. 
时 bd pte pd 
b ,代入 面积 公式 得 知 
S = v abd. 


3. 提亲 :让 设 给 定 癌 长 为 25, 将 它 任意 分 
为 四 正 数 (四 段 Ja pe 以 ec ez 为 边 
长 的 - -本 由 这 有 形 中 ,以 肉 接 于 图 蚊 面 积 最 大 . 因 
此 ,只 须 苦 虑 同 氏 为 25 有 卫 内 接 十 圆 的 四 边 形 
中 三 一 个 的 面积 展 太 . 


"TT 


ii 根据 面积 公开 


S 一 (ab +t cd) — (a +b 一 ec 一 人 
得 知 当 二 ed WD wi | 人 | 
dd 时 ,内 接 十 加 的 四 边 上 挫 面 积 共 有 较 太 的 数 
值 .由 于 a .bc.d 充 许 任意 轮换 , 故 必 同时 有 


p+ 一 十 co 
坷 上 和 有 陈 相 加 得 二 
a 二 e224 或 p= 


困 理 得 知 和 = ec, 此 时 S= 坟 (ab + cd)=ab, 有 § 
4 十 五 三 六 为 给 定 值 . 
iii) 周 长 定 的 捧 形 中 以 正方 形 面 积 为 最 
大: 
痊 定 的 四 正 数 为 xz、8、y .584, 邻 
20 To mt 
2C =S+atf yyY;2d=a+d+i+y— $8. 


十 站 十 cc 二 ef 二 :ed 
1 这 里 的 证 甩 代 也 用 于 和 伍 三 IE 数 之 和 大 十 男 一 数 的 场 售 . 
ee 


若 记 这 为 25. 则 
r= p-— da,p= pp- 
pe 

和 由 上 过 发 海 p 一 .pp-8.p-c、.p 一 4 瑟 内 接 


于 园 的 西边 形 的 面积 5S 小 于 周 长 为 2p 的 正方 
形 爸 面积 S 得 车 


v tpialp Bp ep oa 去 人 
a 


i | 

Vp-alp—- op-— (pad) 

ot 
1 


i 


一 一 一 一 一 


5. 提示 :将 图 22 中 的 圆滑 通过 四 边 形 顶 
硫 缴 思 条 半径 斑 天 ,然后 控 对 应 边 的 深 序 重 列 
其 机 开 人 和 星 . 

6 . 提 训 :分析 ” 设 四 边 撒 ABCD 县 有 
芒 赤 的 面 和 机 , 则 其 亲朋 -和 定 互 补 ， 即 


PAD+ BCD = 1180 
4 了 名 _ 


基础 上 ,作出 具有 最 大 夯 各 的 四 按 形 ABCD 是 
容 色 内 到 的 


a 


1. 诈 示 :设法 证 明 团 羊 径 或 外周 长 度 是 疏 
一 的 .- 国 为 当 平 径 增 兵 时 ,圆周 的 长 度 增 大 而 定 
所 的 弦 三 增 太 耻 的 圆周 上 却 半 应 于 所 小 的 骂 
J 

2. 参考 第 四 节 避 题 5 的 提示 . 

3, 仿照 第 三 节 问 题 1 或 问题 2 的 证 明 . 

4. 提示 :0 当 这 长 给 定 的 nn 边 形 的 面积 达 
到 最 大 值 时 .连结 该 n 边 形 的 性 四 项 点 而 成 的 
由 边 形 必 内 按 于 圆 . 

i 一 个 nx 边 形 ,如 果 连 结 任 四 顶点 而 成 的 
站 边 形 都 内 接 填 圆 , 则 该 nx 边 形 一 定 内 接 十 
贺 . 

5. 设 人 4 了 用 全 ABC 满足 所 给 条 件 而 


全 ABC 为 等 厦 二 用 形 (5 图 69). 由 于 
AC = BO, AC > BTC, 
: 1] ，: 


基础 上 ,作出 具有 最 大 夯 各 的 四 按 形 ABCD 是 
容 色 内 到 的 


a 


1. 诈 示 :设法 证 明 团 羊 径 或 外周 长 度 是 疏 
一 的 .- 国 为 当 平 径 增 兵 时 ,圆周 的 长 度 增 大 而 定 
所 的 弦 三 增 太 耻 的 圆周 上 却 半 应 于 所 小 的 骂 
J 

2. 参考 第 四 节 避 题 5 的 提示 . 

3, 仿照 第 三 节 问 题 1 或 问题 2 的 证 明 . 

4. 提示 :0 当 这 长 给 定 的 nn 边 形 的 面积 达 
到 最 大 值 时 .连结 该 n 边 形 的 性 四 项 点 而 成 的 
由 边 形 必 内 按 于 圆 . 

i 一 个 nx 边 形 ,如 果 连 结 任 四 顶点 而 成 的 
站 边 形 都 内 接 填 圆 , 则 该 nx 边 形 一 定 内 接 十 
贺 . 

5. 设 人 4 了 用 全 ABC 满足 所 给 条 件 而 


全 ABC 为 等 厦 二 用 形 (5 图 69). 由 于 
AC = BO, AC > BTC, 
: 1] ，: 


基础 上 ,作出 具有 最 大 夯 各 的 四 按 形 ABCD 是 
容 色 内 到 的 


a 


1. 诈 示 :设法 证 明 团 羊 径 或 外周 长 度 是 疏 
一 的 .- 国 为 当 平 径 增 兵 时 ,圆周 的 长 度 增 大 而 定 
所 的 弦 三 增 太 耻 的 圆周 上 却 半 应 于 所 小 的 骂 
J 

2. 参考 第 四 节 避 题 5 的 提示 . 

3, 仿照 第 三 节 问 题 1 或 问题 2 的 证 明 . 

4. 提示 :0 当 这 长 给 定 的 nn 边 形 的 面积 达 
到 最 大 值 时 .连结 该 n 边 形 的 性 四 项 点 而 成 的 
由 边 形 必 内 按 于 圆 . 

i 一 个 nx 边 形 ,如 果 连 结 任 四 顶点 而 成 的 
站 边 形 都 内 接 填 圆 , 则 该 nx 边 形 一 定 内 接 十 
贺 . 

5. 设 人 4 了 用 全 ABC 满足 所 给 条 件 而 


全 ABC 为 等 厦 二 用 形 (5 图 69). 由 于 
AC = BO, AC > BTC, 
: 1] ，: 


/AATCA— LBCD, 
占 可 在 A CGC 于 取 定 一 点 ,出 使 人 AB CC 竺 
全 BBC., 办 此 


Sp Da A < SAA 9 


从而 有 DOAN VAL 证 年 

6. 提示 :i 四 近 形 PAOB 的 面积 是 年 值 
《加 29); 

i 于 全 OBR 守信 OCR,， 全 AQ c2 
个 XRQ, 国 此 


DAR = 2 RO 5 


ii 五 边 形 AOBRGQ 的 了 桓 柚 最 小 时 ,三 节 形 
PQR 的 本 积 达 到 最 人 

二 和 角形 QOR 的 项 名 二 GOR 及 高 度 
OC 是 一 定 的 ,因此 , 当 OQ = OR 时 ,个 QOR 
的 击 积 最 小 .此 时 RC = CQ 一 Q4 = RB),C 


上 全 地 的 中 点 . 
7. 担 小 :由 上 题 可 庆 ;, 洒 AQ = CC = CR 
一 RB 时 , 开 边 邢 AOBRQ 的 击 积 为 最 小 . 
8. 提示 :由 外 切 于 定 圆 的 n 边 形 的 面积 等 
二 该 nn 边 形 的 周 长 习 工 算 阅 半 征 的 二 分 之 一 ; 
io 和 月 上 一 题 的 结 怀 ， 
6 


1. 提示 :外周 长 汐 ?的 所 有 封闭 曲线 中 ,他 


这 mn 


册 所 园 的 面积 为 最 大 .和 刘 回 周 长 上 = 2xR ,加 向 
积 S 三 工 慌 ”. 

2. 设 也 .QQ 为 面积 相等 的 边 撒 , 草 仅 PP 
订正 坟 过 形 ,和 伯 到 边 此 RR 使 其 周 区 和 边 形 
QQ 的 周 长 相等 ( 司 70). 巾 定理 2 得 知 正 nx 边 形 
RR 比 吕 按 形 息 具有 更 天 的 面积 ,而 QQ 和 PP 的 面 
相等 汐 , 因 些 正 #2 边 形 RI 比 于 x% 边 形 忆 其 
有 更 大 的 而 各 .由 此 推出 正品 边 形 民 比 正 ” 壹 
形 玉 只 有 下 大 的 向 长 ,而 及 利 尽 的 周 长 是 相等 
的 ,因此 委 比 共 有 更 大 的 间 长 .这 就 是 说 面 
种 一 往 和 的 边 形 中 , 正 x 边 形 P 的 周 长 最 短 . 


< > 


话 20 


3,. 提 未: 当 乘 软 曲 线 成 为 圆周 的 一 部 分 避 
两 直线 段 的 接头 外 也 猎 在 该 图 同上 时 ,封闭 曲 
线 所 周 的 面积 为 最 天 (多 71). 证 明 方 法 与 35 
页 问题 1 村 | 同 . 
4. 设 两 直线 段 为 AB、AC, 由 十 它们 的 夹 
ee 


角 8= 二 .BAC 是 给 定 的 ,因此 一 4 的 革 边 BC 
县 大 定 长 .由 35 页 问题 1 得 燥 当 柔软 曲线 段 成 
图 所 的 一 部 分 时 , 它 的 而 各 为 最 太 (! 度 | 72). 


由 


35. 所 示 ; 山 封闭 出线 4? 的 一 切 对 称 轴 都 相 
ER 
说 7 、m 为 钠 条 相互 垂直 的 对 称 轴 , 记 其 交 
总 为 口 ,在 封闭 曲线 x* 上任 取 一 -点 A, 连 AOD， 
, 再 延长 AOD 交 持 闭 曲 线 4 
于 了 点 (图 73) ,我 们 证 明 
AO = OB, 


OO 为 4B 的 中 点 . 

设 对 称 轴 了、ma 分 别 
友 封 闭 曲 线 ?于 上 .FF 及 
CH( 图 73). 在 六 上 取 定 
B 关于 对 称 轴 7 的 对 称 点 万， 罚 然 OB = OD, 
了 BOC = DOH; 再 在 4 上 取 定 A 关于 对 称 
轴 的 对 称 点 品 ,显然 OA = OD’ ,AOH = 


了 了 DOH. 由 于 AOFH= 了 BOG ,因此 DOH 
* 4 > 


图 73 


一 二 IF 上 让 刚玉 和 万 下 中 点 发 出 的 同一 条 
射线 上 ,但 几 才 封闭 曲线 >， 是 凸 的 ,因此 从 口 
点 发 出 的 射线 阿 2 只 能 机 交 于 -点 , 和 DD”- 
塞 相 于 , 占 得 

OF = OP’, 


从 而 有 
CN = OO, 


这 村 一 来 , 拍 租 于 AB 方向 的 对 称 轴 一 定 要 通 
过 人 人) 点 ,由 十 AB 是 任意 选取 的 ,因此 封闭 曲 
线 2， 的 一 加 村 称 轴 都 相交 于 一 点 . 


上 
了 


1. 提示 ;1) 征 长 AAT 使 MN = 4AAT 和 连 
BN CN 四边形 ABND 是 一 个 平行 四 边 形 ; 

和 二 种 形 网 过 之 和 和 太 于 第 三 边 ; 

iiij) 二 角形 面积 等 干 底 莱 高 的 1/2. 

2. 利用 上 一 题 的 结果 . 

3, 长 示 :将 曲线 所 国 上 成 的 图 形 训 分 成 - 系 
州 上 下 底 相 [三 平行 的 出 边 梯 形 ( 两 便 边 由 江上 
的 曲线 段 组 成 ,近似 弛 将 曲 边 梯形 视 为 普通 梯 
形 ,再 利用 第 2 题 的 结果 . 

4. 只 南 用 加 法 运 筑 . 

3. 提示 :让 四 前 锥 的 体积 等 丁 底 饮 商 的 
13; 记 利用 第 1 题 的 结 条 ， 


6. 提 汉 :分 3 柄 情况 如 以 证 明 : 

AB= CGO FE);ii) AB > GH( 利 用 第 
上 节理 17; AB 之 GH( 利 用 第 七 节 必 | 理 
i 

7. 仿 昭 有 有 积 一 汪 的 所 有 平和 图形 ' 趾 , 贺 
的 过 最 拓 ”这 一 完 理 的 证 明 , 或 第 6 此 习题 2 
的 证 明 ， 


” 曙 折 。 


dh 
| 
| 


北京 市 1978 年 中 学 生 数 党 训 赛 第 二 试 的 
如 后 一 题 足 这 样 的 :” 设 行 一 直人 QOP, 坛 在 
[六 过 上 求 一 点 和 ,在 OQ 边 上 求 :点 瘦 , 在 直 
角 内 求 一 点 C, 使 BC 1 CA 等 于 定 长 二 ,月 使 
四 边 形 ACBO 的 面积 最 大 .2000 多 名 优秀 选 
于 中 的 绝 大 部 分 没有 做 出 来 ,只 有 胡 波 :人 答 
对 了 了 . 它 可 能 是 这 次 竞赛 最 难 的 : : 题 . 听 过 
“等 周 问 题 ` 注 讲 的 一 些 同学 也 湾 有 和 司 击 米 . 说 
明月 前 中 学 生 的 学 习 方 法 与 学 习 洪 度 还 有 一 些 
癌 题 . 为 便 丁 中 学生 学 习 , 将 这 小 册子 的 主要 
精神 介绍 一 下. 

人 礼 完 全 蔬 , 在 结论 上 ., 即 定理 内 容 上 应 该 有 
这 么 个 印象 :达到 极 信 的 几何 余 形 往往 都 具 
有 对 称 性 .比如 ;内 接 辐 一 -图 周 的 所 有 nn 边 形 
中 , 正 7 ee 最 大 ;: 周 长 为 益 定 值 的 一 
本 过 形 中 ,于 边 形 的 而 积 最 太 ; 周 长 - - 定 
nn 圆周 所 国 的 面积 最 大 . 
正 也 形 是 对 称 性 很 强 的 几何 图 形 . 至 于 贺 周 

本 


那 是 好 称 性 最 强 的 几何 向 形 . 通过 圆心 的 代 何 
自 线 郁 是 它 的 对 称 轴 ,图 心 古 它 的 对 称 中 心 . 
深思 一 下 人 可 这 发 现 :“ 汶 到 极 值 的 几 : 汀 图 形 往 往 
邮 县 右 对 称 性 ”在 第 2 节 的 引 理 2 和 引 理 3 中 
就 以 到 寺 册 来 . 

根据 第 2 让 的 引 型 2 和 引 理 3, 二 述 竟 赛 
an 照 《北京 科技 报 》 
(C1978 et 日 报 》1978 年 5 8 
日 的 革 赛 题解 ). 

pe 在 方法 上 邯 解 题 技巧 上 应 该 有 
这 又 一 -个 纯 浓 :这 小 册 了 于 一 直 伍 使 用 反射 法 
求 作 关 十 直线 或 平面 的 对 称 点 或 对 称 图 形 
的 方 被 . 往 第 2 节 引 理 3 的 管 单 证 明 中 “ 作 旦 
关于 直线 7 的 灯 称 点 总 人 ,在 第 S 节 定理 2 的 证 
遇 审 , 竺 别 在 蜀 和 球 的 极 利 性 质 这 了 商 节 中 ,部 使 
用 着 反射 法 . 这 种 反射 法 在 求解 基 些 儿 何 问题 
和 其 他 极 值 问题 时 ,也 很 有 几 处 . 在 物理 的 光 
学 : 利 电 磁 竺 里 也 很 有 用处 ,物理 学 家 们 称 它 为 
镑 像 法 . 

如 果 读 者 熟悉 反射 法 且 记 得 “ 周 长 给 定 的 
7 进 形 中 ,IE #4 边 形 的 调和 最 大 ”, 上述 党 赛 试 
硕 一 下 子 就 解决 了 . 因为 将 直 骨 QOP 以 OQ 
为 对 称 轴 度 射 过 去 成 为 COP ,上 皇 将 图 形 以 P'P 
为 村 称 负 上 反 贺 下 米 , 四 边 形 ACBO 就 反射 成 从 
进 尼 ACBC A'TCB'C"( 志 下 页 图 ). 阅 长 给 定 


" 冯 和 “。 


为 4 的 人 败 壹 形 中 ,以 0 
边 长 为 攻 的 正八 边 形 的 


面积 最 大 . 正八 边 形 在 _ 
第 -象限 的 三 个 硕 点 
六 .C.B 就 是 所 的 本 
独 f . 

话 得 说 四 来 ,1965 
年 们 有 过 这 人 么 回 事 : 某 公 社 要 铺设 小 水 总 ,每 段 
册 三 块 同样 宽度 7 的 长 方形 水 泥 板 拼 成 水 模 ， 
一 块 在 诡 间 , 岗 块 在 水 康 的 侗 面 . 当 侧 面 两 块 
水 泥 板 都 和 底面 懂 直 时 ,水 染 权 截面 的 面积 为 
1 当 侧 边 两 块 水 泥 板 张 开 时 , 横 截 而 的 面积 
将 增 大 ,到 一 定 程 度 后 将 减少 ， 当 两 个 内 前 都 
张 到 180" 时 , 横 截 面 的 面积 为 零 . 横 截 曾 面 积 
直接 反映 水 柠 水 容量 的 大小 ,公社 急 壳 惹 诅 ,内 
们 和 多少 订 时 , 横 截 面 夯 积 达到 最 大 一 位 社 教 
工作 队 的 同志 返回 原单 们 ,用 微 舱 分 的 办 法 , 迁 
也 两 个 内 角 8 与 op 作为 参数 , 花 了 两 个 晚上 江 
明 出 当 两 个 内 前 都 是 120" 时 ,水 容 旺 最 大 . 其 
实 , 有 要 将 横 规 面 按 开口 线 反 射 一 下 ,就 成 为 周 
辩 给 十 的 六 边 形 ,条 人 么 时 候 面 各 最 天 ? 正六 边 
形 . 或 着 也 长 笃定 的 六 边 形 什么 时 欠 面 积 最 
大 ?四 接 于 网 . 最 后 锌 论 邵 是 内 前 等 于 120". 
这 位 同志 是 有 水 半 、 有 人 能力 的 ,问题 是 他 对 “等 
盯 不 邯 ,关键 在 本 要 熟 ,要 熟 绛 ,俗语 泌 : 熟 能 

ee 


请 
为 什么 提 个 加 练 ? 因为 贡 练 包含 了 宁国 与 
复 日 大 学 名 准 fF 校长 .我 学 et 
严 师 芬 步 育 院 上 告 玫 我 ,数学 对 某 : -个 人 来 说 
没有 难 十 不 难 之 分 ,由 有 绚 三 ee 深入 这 
人 分 文 ， 种 悉 了 也 就 不 难 卫 要 熟 就 要 下 
下 功 . 使 完 本 书 ., 进 人 天 学 后 ,可 念 念 荔 老 的 专 
2 沪 书 第 -- 讲 的 第 一 节 就 是 
讲述 “ 径 周 问题 ”那里 是 用 高 等 数学 方法 证 明 
自打 


2001 年 劳动 节 十 北京 人 学院 
路 3 了 31 导 序 地 贞 训 计算 中 心 


* A 


